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De la lemniscate au damier analytique
Legendre et le primat de l’analyse∗
Ivahn Smadja
Universite´ Paris Diderot - Paris 7 - UMR 7219
Dans le contexte du renouveau ge´ome´trique engage´ au XIXe`me sie`cle par Monge, Poncelet
et Chasles, les remarques de Legendre portant sur la lemniscate et plus ge´ne´ralement sur la
repre´sentation ge´ome´trique des transcendantes elliptiques, ont e´te´ envisage´es dans une perspec-
tive neuve et inte´gre´es a` un courant de recherches qui s’y re´fe´raient comme a` leur source com-
mune. Cette interpre´tation supposait toutefois une lecture quelque peu biaise´e par l’imputation
re´trospective faite a` l’auteur du Traite´ des fonctions elliptiques de pre´occupations ge´ome´triques
qui lui e´taient e´trange`res. Nous nous proposons dans le pre´sent article de montrer que ces re-
marques s’inscrivaient initialement dans un projet d’ensemble visant au contraire a` consacrer le
primat de la fonction sur la courbe, en subordonnant par la`-meˆme la repre´sentation ge´ome´trique
des transcendantes elliptiques a` leur repre´sentation analytique.
1 Une lecture ge´ome´trique de Legendre
Dans ses Exercices de Calcul Inte´gral (1811), Legendre montre, a` la faveur d’une parame´-
trisation inge´nieuse, que les arcs de lemniscate repre´sentent exactement les fonctions elliptiques
de la premie`re espe`ce dans le cas ou` l’angle du module est e´gal a` π4 , puis note incidemment qu’il
serait “assez curieux”1 de rechercher s’il y aurait quelque autre courbe alge´brique dont les arcs
repre´sentent la fonction F pour une autre valeur du module. Il souligne a` cette occasion que la
difficulte´ de cette recherche tient essentiellement a` la restriction aux seules courbes alge´briques,
car si l’on admettait les transcendantes les plus simples, les arcs de cercle et les logarithmes, dans
l’expression des coordonne´es du point ge´ne´rique de la courbe, le proble`me perdrait beaucoup
de son attrait puisqu’il serait alors facile de trouver la courbe re´pondant a` la condition pose´e.
Dans le tome premier du Traite´ des fonctions elliptiques (1825) dont l’e´dition reprend et enrichit
les Exercices ante´rieurs, Legendre interpole a` cet endroit pre´cis de son exposition, de nouveaux
de´veloppements qui re´pondent a` cette pre´occupation formule´e plus d’une de´cennie auparavant. Il
e´tablit ainsi qu’on peut toujours trouver une courbe alge´brique du sixie`me degre´ dont l’e´quation
peut eˆtre de´termine´e par un proce´de´ analytique uniforme et dont les arcs repre´sentent une
fonction elliptique de premie`re espe`ce de module et d’amplitude quelconques. Enfin dans la
section traitant “Des quadratures” de l’appendice au deuxie`me tome du Traite´ (1826), Legendre
e´labore une formule nouvelle permettant d’exprimer une inte´grale quelconque par un arc de
courbe, dont il montre qu’elle peut eˆtre utilise´e dans un sens ou dans l’autre, pour rapporter
une quadrature a` un arc ou le contraire, selon la voie qui est privile´gie´e pour faciliter le calcul
d’une valeur approche´e des transcendantes. En appliquant cette formule a` la fonction elliptique
∗Classification mathe´matiques par sujets (2000) : 01A50, 33E05. Une partie de ce texte a e´te´ pre´sente´e
dans le Se´minaire d’Histoire des Mathe´matiques du Centre d’histoire des sciences et des philosophies arabes et
me´die´vales du CNRS (22 mai 2008). Je remercie Philippe Abgrall et les responsables de la revue Oriens-Occidens
de me donner l’occasion de publier ce travail.
1[40, p. 39].
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de premie`re espe`ce, Legendre retrouve ainsi la courbe du sixie`me degre´ qu’il avait obtenue
pre´ce´demment par une me´thode entie`rement diffe´rente et conclut qu’“il est tre`s remarquable
que notre nouvelle formule conduise si facilement a` la solution d’un proble`me que nous avons
regarde´ comme fort difficile, et qui paraˆıt n’admettre aucune autre solution ; celui de trouver
une courbe alge´brique dont les arcs repre´sentent ge´ne´ralement la fonction elliptique de premie`re
espe`ce F (c, φ)”2.
Entre 1843 et 1846, paraissent concurremment dans les journaux de Liouville et de Crelle, une
se´rie de me´moires qui re´capitulent cet enchaˆınement de re´sultats de Legendre en en infle´chissant
le sens de fac¸on a` permettre la de´finition d’un programme de travail ge´ome´trique. Bien qu’ils
s’inse`rent dans des contextes nationaux diffe´rents, Joseph-Alfred Serret (1819-1885), a` Paris,
William Roberts, a` Dublin, et Barnaba Tortolini (1808-1874), a` Rome, appartiennent a` une
nouvelle ge´ne´ration de ge´ome`tres qui regardent les liens e´troits entre fonctions elliptiques et
familles de courbes comme des relations non plus d’“application” mais d’“interpre´tation”3,
pour autant qu’ils s’attachent a` promouvoir l’inde´pendance de la ge´ome´trie pure par rapport a`
l’analyse. Selon des approches diffe´rentes, ces trois ge´ome`tres abordent ainsi un meˆme ensemble
de questions et reconnaissent assez rapidement la parente´ de leurs recherches respectives4.
Dans son Cours de calcul diffe´rentiel et inte´gral de 1868, J.-A. Serret pre´sente l’ensemble de
sa de´marche dans les termes suivants.
§568. La de´termination de toutes les courbes alge´briques dont les arcs peuvent repre´senter
les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce offre de tre`s-grandes difficulte´s, et Legendre, qui
s’est beaucoup occupe´ de cette recherche, n’a pu trouver aucune courbe posse´dant la proprie´te´
de la lemniscate. J’ai donne´, il y a plusieurs anne´es, la solution comple`te du proble`me, en
me bornant toutefois au cas des courbes dont les coordonne´es rectilignes peuvent s’exprimer
par des fonctions rationnelles d’une meˆme variable. J’ai e´te´ conduit ainsi a` une infinite´ de
classes distinctes renfermant chacune un nombre illimite´ de courbes individuelles dont les
arcs repre´sentent des inte´grales elliptiques de modules diffe´rents. La discussion ulte´rieure des
re´sultats obtenus a mis en e´vidence deux proprie´te´s remarquables communes a` toutes les
courbes de la premie`re classe, et qui peuvent servir a` les de´finir ; la the´orie de ces courbes
devient de`s lors inde´pendante des conside´rations analytiques qui m’ont servi a` les de´couvrir.5
Toutefois le proble`me ge´ne´ral qui consiste a` rechercher une repre´sentation ge´ome´trique “par-
faite”6 des fonctions elliptiques de premie`re espe`ce pour une valeur arbitraire du module n’e´merge
que progressivement dans le travail de Serret graˆce a` l’articulation de plusieurs motifs dont cer-
tains sont comple`tement e´trangers au type de questions que Legendre se posait. Dans une note
2[42, p. 591].
3Cf. [2, p. 198] pour une analyse d’ensemble des rapports entre alge`bre des fonctions elliptiques et ge´ome´trie
des courbes dans le cadre des recherches portant sur les ovales carte´siennes au XIXe`me sie`cle.
4De`s 1845, J.-A. Serret se re´fe`re explicitement aux travaux de W. Roberts et de B. Tortolini dans l’article
qu’il consacre a` la repre´sentation ge´ome´trique des fonctions elliptiques. “Depuis la publication de mes premie`res
recherches, [e´crit-il ] deux ge´ome`tres e´trangers, M. William Roberts, de Dublin, et M. Tortolini, de Rome, se
sont occupe´s a` diverses reprises de questions analogues ; la lecture de leurs inte´ressants Me´moires m’a conduit a`
examiner de nouveau le proble`me de la repre´sentation de la premie`re transcendante, que j’avais abandonne´ depuis
longtemps, et dont la solution ge´ne´rale, si elle e´tait possible, ne me semblait pouvoir eˆtre due qu’au hasard” [56, p.
258]. W. Roberts remarque de son coˆte´ “une frappante analogie” entre les re´sultats qu’il obtient dans la ge´ome´trie
de la sphe`re et “le beau the´ore`me de M. Alfred Serret, sur la rectification de l’ellipse de Cassini, qu’il a publie´
dans le tome VIII de ce Journal [il s’agit de la Note sur les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce [54]]” [51, p.
304]. B. Tortolini enfin, dans son me´moire de 1846 sur la courbe de Talbot, mentionne aussi bien les re´sultats
de Serret sur les courbes alge´briques dont les arcs repre´sentent les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce que
ceux de Roberts sur les courbes de´rive´es ne´gatives et positives. Plus tard en tant que fondateur et responsable
de la publication des Annali di scienze matematiche e fisiche de 1850 a` 1857, puis en tant que co-e´diteur avec E.
Betti, F. Brioschi et A. Genocchi des Annali di matematica pura ad applicata qui prirent la suite a` partir de 1858
du journal pre´ce´dent qu’il avait fonde´ seul, Barnaba Tortolini entretint des relations suivies avec W. Roberts qui
devait publier assez re´gulie`rement dans ces deux revues italiennes.
5[58, p. 268-269]
6Cf. [56, p. 257] et [45, p. 292].
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de 1843 [54], Serret commence en effet par e´tudier une famille de courbes nomme´es ellipses de
Cassini, dont la lemniscate n’est qu’un cas particulier, et qui se de´finissent ge´ome´triquement par
cette proprie´te´ que le produit des distances d’un point quelconque de la courbe a` deux points
fixes est constant. Ces courbes dont l’e´quation en coordonne´es polaires est
r4 − 2a2r2 cos 2t+ (a4 − b4) = 0
ou` 2a est la distance entre les deux points fixes, et b2 le produit constant des distances d’un
point de la courbe a` ces deux points, peuvent prendre trois formes qualitativement diffe´rentes
selon que le rapport b
a
est infe´rieur, e´gal ou supe´rieur a` l’unite´. Si b
a
< 1, la courbe est forme´e
de deux boucles ferme´es e´gales entre elles dispose´es de part et d’autre de l’origine. Si b
a
= 1, on
retrouve la lemniscate. Enfin si b
a
> 1, la courbe est compose´e d’une seule branche plus ou moins
resserre´e en son milieu selon les cas. Serret montre que toute fonction elliptique de premie`re
espe`ce, quel que soit son module, est exactement repre´sente´e par la somme ou la diffe´rence de
deux arcs de l’ellipse de Cassini, et que re´ciproquement, tout arc de cette courbe est exprimable
au moyen de la somme ou de la diffe´rence de deux fonctions elliptiques de premie`re espe`ce
dont les modules sont comple´mentaires. Cependant dans un autre me´moire publie´ dans le meˆme
nume´ro du Journal de Liouville, Serret conce`de qu’“a` la ve´rite´, ce the´ore`me ne satisfait pas
comple`tement, en ce sens qu’il faut deux arcs pour repre´senter une fonction elliptique”, mais
reconnaˆıt aussi que ce meˆme the´ore`me pre´sente en revanche, a` la lumie`re de travaux ante´rieurs
sur les inte´grales eule´riennes, l’avantage notable d’e´tablir “un lien ge´ome´trique remarquable entre
les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce et les transcendantes eule´riennes de seconde espe`ce”7.
Dans un article de 1842 [53], Serret avait en effet montre´ que ces dernie`res inte´grales peuvent
dans certains cas eˆtre repre´sente´es au moyen des pe´rime`tres des courbes qui sont de´finies par la
proprie´te´ que le produit des distances d’un point de la courbe a` m points fixes est constant, et
correspondent a` l’e´quation ge´ne´rale en coordonne´es polaires
rm =
(2a)m
2
cosmt.
Dans le cas ou` le parame`tre a est e´gal a` l’unite´, la courbe affecte m boucles ferme´es toutes e´gales
entre elles qui se re´unissent en un point, comme la lemniscate est constitue´e de deux boucles
dans le cas particulier ou` m = 2. En notant πm le pe´rime`tre total de ces m boucles, Serret e´tablit
la relation remarquable suivante
πm =
Γ2
(
1
2m
)
Γ
(
1
m
)
ou` Γ(x) =
∫∞
0 t
x−1e−tdt est l’inte´grale eule´rienne de seconde espe`ce. Dans le cas particulier de la
lemniscate, le re´sultat de Serret permet de jeter un pont entre les fonctions elliptiques comple`tes
de premie`re espe`ce8 et les inte´grales eule´riennes Γ
(
1
2
)
et Γ
(
1
4
)
. Sachant que l’inte´grale Γ
(
1
2
)
est
e´gale a` la racine carre´e de la circonfe´rence d’un cercle de diame`tre e´gal a` 1, l’inte´grale eule´rienne
Γ
(
1
4
)
s’exprime donc plus directement en fonction de la fonction elliptique de premie`re espe`ce,
car Γ2
(
1
4
)
=
√
π.F ( 1√
2
, π2 ).
En premie`re approche, la ge´ne´ralisation s’ope`re ainsi dans deux directions diffe´rentes, de la
lemniscate aux ovales de Cassini d’une part, et de la lemniscate aux courbes dont les arcs sont
repre´sentables par des fonctions eule´riennes de seconde espe`ce, d’autre part. L’e´tape suivante
consiste alors a` chercher une ge´ne´ralisation plus compre´hensive encore en conside´rant les courbes
qui sont renferme´es dans l’e´quation
r2m − 2amrm cosmt+ a2m = b2m,
7[55, p. 496].
8L’inte´grale comple`te associe´e a` la fonction elliptique de premie`re espe`ce de module 1√
2
repre´sente en effet la
longueur d’arc d’un quart de lemniscate.
3
et qui correspondent au lieu ge´ome´trique du point dont le produit des distances aux sommets
d’un polygone re´gulier de m coˆte´s et de rayon a, est constant et e´gal a` bm, les sommets du
polygone tenant lieu de foyers relativement a` la courbe. La forme qu’affecte la courbe varie alors
selon que le rapport b
a
est infe´rieur, e´gal ou supe´rieur a` l’unite´. Si b
a
est compris entre 0 et 1,
la courbe est forme´e de m boucles ferme´es syme´triques relativement aux rayons du polygone
re´gulier dont les sommets sont les m points fixes donne´s, et tangentes a` deux cercles concen-
triques d’e´quations respectives rm = am + bm et rm = am − bm. Si b
a
= 1, le second cercle
se concentre en un point ou` les m boucles se re´unissent. Enfin si b
a
> 1, la courbe se compose
d’une seule branche ferme´e. En formant l’e´quation diffe´rentielle des trajectoires orthogonales des
courbes homofocales repre´sente´es par l’e´quation ge´ne´rale lorsque b varie de 0 a` ∞, Serret est
amene´ a` e´tudier les relations entre deux syste`mes de courbes conjugue´es et orthogonales, a` savoir
les courbes homofocales d’une part et des courbes compose´es de m branches de forme hyperbo-
lique passant par les foyers communs de leurs conjugue´es et pre´sentant elles-meˆmes m sommets
dont le lieu ge´ome´trique est une courbe semblable a` celle du premier syste`me qui correspond a`
la condition b = a. Dans le cas ou` m = 2, les deux syste`mes de courbes conjugue´es et ortho-
gonales sont forme´s respectivement de cassino¨ıdes homofocales et d’hyperboles e´quilate`res dont
les sommets de´crivent une lemniscate. En substituant aux hyperboles e´quilate`res, un syste`me
arbitraire de coniques semblables, Serret obtient des trajectoires orthogonales plus ge´ne´rales
que les cassino¨ıdes dont il escompte qu’elles pre´sentent des proprie´te´s analogues. Envisage´e dans
cette perspective e´largie, la lemniscate qu’on retrouve en prenant des hyperboles e´quilate`res
comme coniques conjugue´es, promettait en effet de re´ve´ler de nouvelles proprie´te´s. “Il e´tait na-
turel [souligne Serret ] de rechercher si les arcs de cette courbe sont susceptibles de repre´senter
ge´ne´ralement les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce, mais l’extreˆme complication des cal-
culs ne m’a pas permis de m’en assurer ; toutefois l’analogie9 qui existe entre le module de la
fonction elliptique repre´sente´e par l’arc de lemniscate et celui des hyperboles que cette courbe
coupe orthogonalement, . . . m’avait longtemps fait espe´rer de re´soudre enfin comple`tement le
proble`me que je m’e´tais propose´.”10
De cette proprie´te´ de la lemniscate dont la ge´ne´ralisation conduit aux courbes homofocales a`
m foyers, Serret reconnaˆıt qu’elle “n’est sans doute pas la seule qui puisse mettre sur la voie d’une
repre´sentation ge´ome´trique convenable des transcendantes elliptiques a` amplitude et a` module
quelconques ; [mais pre´cise qu’ ] une pareille recherche ne saurait eˆtre entreprise qu’apre`s une
e´tude approfondie de la lemniscate ”11. Car en effet, comme il devait l’expliquer un peu plus tard,
a` ce stade “la question e´tait loin d’eˆtre re´solue, [pour autant que] la lemniscate restait toujours
la seule courbe alge´brique connue dont les coordonne´es rectangulaires x et y satisfissent a` une
e´quation de la forme dx2+dy2 = dz
2√
α+βz+γz2+δz3+ǫz4
”12, ou` l’arc de la courbe est repre´sente´ par
une unique transcendante elliptique. La publication encourage´e par Chasles des re´sultats relatifs
aux courbes homofocales n’avait donc d’autre but dans l’esprit de Serret que de pre´parer a` une
telle e´tude a` venir de la lemniscate en fournissant des the´ore`mes “dont on pourra, ce me semble,
un jour tirer parti”13. Comme il le dit lui-meˆme dans le passage cite´ plus haut [Cf. note 4], c’est
la lecture des travaux concomitants de W. Roberts et de B. Tortolini qui devait conduire Serret
9En appelant “module d’une section conique”, le rapport constant des distances d’un point de la courbe au foyer
et a` la directrice, Serret montre que dans le cas ou`m = 2, les e´quations des courbes conjugue´es et orthogonales aux
cassino¨ıdes homofocales correspondent a` deux syste`mes d’hyperboles e´quilate`res distincts de modules respectifs
k et k′, tels que 1
k2
+ 1
k′2
= 1, qui co¨ıncident lorsque l’on prend k = k′ =
√
2, et que la cassino¨ıde associe´e
est alors une lemniscate dont les arcs repre´sentent la fonction de premie`re espe`ce de module 1√
2
ainsi que sa
comple´mentaire.
10[55, p. 499].
11[55, p. 496].
12[56, p. 258].
13[55, p. 496].
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a` reprendre le fil des recherches sur la repre´sentation ge´ome´trique de la fonction elliptique de
premie`re espe`ce, qu’il avait de´laisse´es apre`s ces premie`res explorations.
Dans la meˆme veine que Gudermann avant lui, W. Roberts e´tudie en effet dans ces anne´es-
la` la rectification des courbes produites par l’intersection d’un coˆne du second ordre avec une
sphe`re. Dans une note publie´e en 1843 dans le journal de Liouville [49], il donne ainsi une
courbe sphe´rique dont la forme est semblable a` celle de la lemniscate et dont les arcs fournissent
une repre´sentation ge´ome´trique de la fonction elliptique de premie`re espe`ce pour un module
arbitraire14. Puis dans un me´moire publie´ deux ans plus tard [51], il ge´ne´ralise les re´sultats de
Gudermann en prenant l’intersection d’une sphe`re et d’un coˆne du second ordre dont l’un des
axes principaux passe par le centre de la sphe`re, quelle que soit la position du sommet du coˆne et
plus seulement en le situant au centre de la sphe`re. Par ailleurs, Roberts explore simultane´ment
une autre piste dans un second me´moire [50] publie´ la meˆme anne´e dans le meˆme tome du jour-
nal de Liouville. En utilisant la me´thode dite des podaires qui permet de de´terminer une courbe
de´rive´e a` partir d’une courbe donne´e en prenant le lieu ge´ome´trique des points ou` les perpendicu-
laires abaisse´es d’un point fixe rencontrent les tangentes a` la courbe initiale, Roberts de´termine
l’e´quation diffe´rentielle qui lie les coordonne´es polaires des deux courbes ainsi corre´le´es. Par
ite´ration, il forme alors une se´rie de courbes successivement engendre´es l’une a` partir de l’autre,
qu’il nomme courbes positives, par opposition aux courbes ne´gatives successivement obtenues
par la me´thode de construction inverse consistant a` chaque e´tape a` prendre la courbe enveloppe´e
par les perpendiculaires mene´es aux extre´mite´s des rayons vecteurs de la courbe pre´ce´dente. Il
obtient alors des formules pour les e´le´ments d’arcs pour ces deux se´ries de courbes et e´tudie
le moyen de les rectifier les unes par les autres. L’application de cette me´thode de rectification
des courbes positives et ne´gatives a` l’ellipse d’abord, puis a` l’hyperbole e´quilate`re ensuite, lui
permet de retrouver certains des re´sultats de Legendre mais en leur confe´rant de´sormais une in-
terpre´tation re´solument ge´ome´trique. Il de´montre ainsi qu’en partant de l’ellipse comme courbe
primitive, on retrouve comme premie`re courbe ne´gative la courbe dite de Talbot15 et dont Le-
gendre, apparemment de manie`re inde´pendante, avait aussi montre´ que les arcs pouvaient servir
a` repre´senter ge´ne´ralement la fonction elliptique de premie`re espe`ce a` une quantite´ alge´brique
pre`s ; tandis que, dans le sens des courbes ne´gatives, “les arcs de toutes les courbes ne´gatives
s’exprimeront a` l’aide des fonctions elliptiques de la premie`re et de la seconde espe`ce seulement,
et par conse´quent a` l’aide des arcs d’ellipse et de la premie`re de´rive´e ne´gative”16. De manie`re
analogue, Roberts de´montre que la rectification de toutes les courbes positives d’ordre impair
a` partir de l’hyperbole e´quilate`re ne de´pend que de la premie`re de la se´rie qui est une lemnis-
cate. L’orientation de la de´marche se de´marque ainsi de celle qui pre´valait chez Legendre, pour
autant que le recours aux fonctions elliptiques n’est qu’un moyen analytique au service de la
rectification des courbes de´rive´es les unes par les autres.
B. Tortolini enfin s’attache de son coˆte´ aux applications ge´ome´triques de la me´thode inverse
des tangentes et pose ce qu’il nomme le “proble`me re´ciproque” de la rectification, qui consiste,
“supposant que l’arc d’une courbe plane soit une fonction de´termine´e de l’abscisse, [a`] trouver
l’e´quation de la courbe entre les coordonne´es rectangulaires x et y”17. Comme il le souligne lui-
14Cf. [2, p. 168] sur la note de 1843, et[2, p. 173-174] sur les travaux ulte´rieurs de Roberts relatifs aux arcs
d’ovales et aux arcs d’ellipses.
15W.H. Talbot, membre de la socie´te´ philosophique de Cambridge, fait paraˆıtre une courte note [59], dans le
journal de Gergonne de l’anne´e 1823-1824, dans laquelle il donne, au moyen d’une inte´grale elliptique de premie`re
espe`ce, la rectification d’une courbe propose´e dans le meˆme nume´ro du journal. M. Roche, capitaine d’artillerie
de la marine, avait en effet soumis au lecteur le proble`me suivant : “Quelle est la courbe enveloppe de l’espace
parcouru par l’un des coˆte´s d’un angle droit, dont le sommet de´crit une ellipse donne´e, tandis que son autre
coˆte´ passe constamment par le centre de l’ellipse ? Ou, en d’autres termes, Quelle est la courbe a` laquelle sont
tangentes les perpendiculaires aux extre´mite´s de tous les diame`tres d’une ellipse donne´e ?” [52, p.207 ].
16[50, p. 184].
17[60, p. 288].
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meˆme ces recherches n’ont “rien de remarquable du coˆte´ de l’analyse”18 mais ne seront peut-eˆtre
pas tout a` fait de´nue´es d’utilite´ si on les regarde du coˆte´ de la ge´ome´trie, et plus pre´cise´ment de la
the´orie des courbes. Dans une note des Raccolta scientifica di Roma de 1846 publie´e ensuite dans
le journal de Crelle [61], Tortolini donne en particulier l’e´quation en coordonne´es rectangulaires
de la courbe alge´brique du sixie`me degre´ qu’il attribue tantoˆt a` Talbot19, tantoˆt a` Legendre20,
en effectuant comple`tement le calcul d’e´limination, jusqu’alors seulement esquisse´21, de fac¸on a`
exprimer les coefficients de l’e´quation en fonction des parame`tres de l’ellipse dont la courbe est
de´rive´e.
Encourage´ a` reprendre ses recherches sur la repre´sentation ge´ome´trique des fonctions ellip-
tiques, par la lecture des me´moires de Roberts et de Tortolini, Serret suit de´sormais une nouvelle
piste en tirant parti d’une proprie´te´ analytique, jusque la` ne´glige´e, de la lemniscate, qui ouvre la
voie a` une caracte´risation ge´ne´rale des courbes alge´briques dont les arcs repre´sentent les trans-
cendantes elliptiques de premie`re espe`ce. “La premie`re ide´e des recherches nouvelles auxquelles
je me suis livre´, et que je publie aujourd’hui, [e´crit-il dans le me´moire de 1845 ] m’a e´te´ sugge´re´e
par une proprie´te´ de la lemniscate, a` laquelle je n’avais pas d’abord attache´ une grande impor-
tance, et qui pourtant paraˆıt la seule susceptible d’une ge´ne´ralisation favorable. Cette proprie´te´
de la lemniscate consiste en ce que ses coordonne´es rectangulaires sont exprimables en fonc-
tion rationnelle de l’amplitude de la fonction elliptique qui repre´sente l’arc.”22 De meˆme que la
lemniscate d’e´quation
(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0
peut eˆtre parame´trise´e en posant
x = a
√
2
z + z3
1 + z4
, y = a
√
2
z − z3
1 + z4
,
de sorte que l’on obtienne pour l’e´le´ment d’arc, la formule
√
dx2 + dy2 = 2a dz√
1+z4
, de meˆme,
dans le cas ge´ne´ral, Serret cherche les diffe´rentes solutions que peut admettre l’e´quation inde´termi-
ne´e
dx2 + dy2 = Zdz2
ou` x, y, Z sont des fonctions rationnelles de z. En donnant une solution ge´ne´rale de ce proble`me,
il montre ainsi qu’il existe un nombre illimite´ de courbes alge´briques qu’il nomme “courbes ellip-
tiques” dont les arcs peuvent eˆtre multiplie´s et divise´s alge´briquement, comme l’est la fonction
elliptique de premie`re espe`ce23, et dont il propose une caracte´risation purement analytique.
Dans un compte-rendu publie´ a` la suite de ce me´moire de 1845, Liouville met ainsi en lumie`re
la spe´cificite´ de la de´marche de Serret.
On peut distinguer les courbes dont nous parlons [les “courbes elliptiques” de Serret ], en
classes, d’apre`s le degre´ de l’e´quation a` laquelle satisfait le carre´ du module. L’exemple de´ja`
connu de la lemniscate, dont les arcs s’expriment par la fonction elliptique de premie`re espe`ce
au module
√
1
2
, se trouve bien e´le´gamment ge´ne´ralise´ dans la premie`re classe ou` l’on ren-
contre tous les modules de la forme
√
n
n+1
. L’analyse de M. Serret suppose essentiellement
18[60, p. 289].
19Cf. [62, p. 180] : “La nuova curva e` del sesto ordine, ed e` cognita sotto il nome di curva di Talbot : fin dal
1846 nella Raccolta scientifica di Roma, determinai per il primo l’equazione algebrica di questa curva”.
20cf. [61, p. 90] : “Questa curva che nella sua figura ovale poco differisce dall’ellise e` stata in particolar modo
considerata da Legendre (Traite´ des fonctions elliptiques, tom. I, p. 36).”
21Ni Legendre, ni Talbot n’avaient en effet donne´ l’e´quation de cette courbe en effectuant le calcul dont Roche
avait de`s le de´but signale´ la difficulte´, cf. [52, p. 210] : “Si l’on ne veut que construire la courbe par points, cette
e´limination, qui conduirait a` une e´quation du sixie`me degre´ assez complique´e, ne sera point ne´cessaire”.
22[56, p. 258].
23Cf. [56, p. 278-279].
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n entier ; mais nous nous sommes assure´s que les formules auxquelles elle conduit finale-
ment conservent leurs principales proprie´te´s, lorsqu’on prend n fractionnaire. Ainsi les carre´s
des modules peuvent eˆtre des fractions proprement dites quelconques, sans que les courbes
correspondantes cessent d’eˆtre alge´briques, et d’offrir par leurs arcs une repre´sentation des
inte´grales ; seulement les valeurs de x et y ne sont plus rationnelles en z.24
La restriction impose´e par cette dernie`re condition devait par la suite eˆtre leve´e par la
de´finition ge´ome´trique de ces meˆmes “courbes elliptiques”. En approfondissant ce qu’il nomme la
the´orie ge´ome´trique de la lemniscate, Serret est en effet “conduit a` deux proprie´te´s remarquables,
communes a` toutes les courbes elliptiques de la premie`re classe, et qui fournissent pour ces
courbes, un mode uniforme de ge´ne´ration d’une extreˆme e´le´gance”25, lequel permet par suite de
les de´finir inde´pendamment des conside´rations analytiques qui les ont fait de´couvrir. Dans le cas
✁
✁
❆
❆
❆
❆❆
❉
❉
❉
❉
❉
❉❉
O
M
P
B
C
A
Fig. 1 – Le triangle mobile de Serret
d’une lemniscate de demi-distance focale CO = 1 et de demi-axe CA =
√
2, on peut toujours
construire un triangle OMP de sommet fixe en O et de coˆte´s mobiles
OP = 1, MP =
√
2
car le rayon vecteur r = OM varie entre
√
2 − 1 et √2 + 1. Lorsque le point M de´crit d’un
mouvement continu la lemniscate entie`re, le point P de´crit deux fois le cercle de rayon unite´
ayant son centre en O. En remarquant que le cosinus de l’angle forme´ par le rayon vecteur OM
avec une droite fixe est constamment e´gal au cosinus de l’angle MOP − 2OMP , Serret a alors
l’ide´e d’inverser les roˆles que jouent les points M et P et d’utiliser cette proprie´te´ du triangle
OMP pour en tirer la ge´ne´ration de la lemniscate. D’ou` suit d’elle-meˆme la ge´ne´ralisation
annonce´e. Si l’on conside`re en effet un triangle OMP tel que
OP =
√
n, MP =
√
n+ 1
ou` “n est un nombre entier, ou fractionnaire, ou meˆme incommensurable”26, et tel que le cosinus
de l’angle forme´ par le rayon vecteur OM avec une droite fixe soit de´sormais constamment e´gal
au cosinus de l’angle n.MOP − (n + 1)OMP , “le point M engendrera une courbe (alge´brique
si n est commensurable) dont l’arc sera une fonction elliptique du rayon vecteur, re´ductible au
module
√
n
n+1 , et les courbes ainsi engendre´es ne sont autres que celles que j’ai de´signe´es sous
le nom de courbes elliptiques de la premie`re classe”27. Serret parvient ainsi a` une de´finition
24[45, p. 292]
25[57, p. 89]
26[57, p. 91].
27[57, p. 91-92]. Serret tire de l’e´galite´ des cosinus dans laquelle entrent les angles du triangle OMP , la formule
de l’e´le´ment d’arc pour la courbe, a` savoir ds =
√
n dα√
1−k2 sin2 α
, ou` α = MOP et k =
q
n
n+1
. La courbe ainsi
de´finie est donc bien une “courbe elliptique” de la premie`re classe.
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pleinement ge´ome´trique des courbes alge´briques qui ge´ne´ralisent la lemniscate et re´sout ainsi le
proble`me de la repre´sentation ge´ome´trique des fonctions elliptiques de premie`re espe`ce.
Envisage´s a` la lumie`re de ces recherches ulte´rieures, les travaux de Legendre ont paru
re´trospectivement pouvoir eˆtre annexe´s a` ce programme ge´ome´trique. En commentant les re´sultats
de Serret dans son Rapport sur les progre`s de la ge´ome´trie (1870), Chasles par exemple souligne
ainsi explicitement ce qu’il pre´sente comme une continuite´ profonde de Legendre a` Serret. Apre`s
avoir a` juste titre rappele´, comme Serret, Roberts et Tortolini avant lui, que Legendre avait
e´te´ conduit de la lemniscate a` la courbe de degre´ six dont les arcs s’expriment par des fonc-
tions elliptiques de premie`re espe`ce de module et d’amplitude quelconques, quoiqu’augmente´es
d’une quantite´ alge´brique, Chasles ajoute toutefois que, ce faisant,“il de´sirait, sans oser l’espe´rer,
que l’on de´couvrˆıt d’autres courbes alge´briques qui repre´sentassent aussi les meˆmes fonctions
de premie`re espe`ce”28. Il note en outre, a` propos du me´moire Sur la the´orie ge´ome´trique de
la lemniscate et des courbes elliptiques de la premie`re classe, qu’en donnant des de´finitions
ge´ome´triques des “courbes elliptiques”, Serret “comple`te ainsi le vœu que formait Legendre en
cre´ant la the´orie des fonctions elliptiques”29. Or non seulement aucun e´le´ment documentaire ne
permet d’e´tayer cette interpre´tation, mais un faisceau d’arguments qui s’appuient aussi bien sur
l’historiographie que sur la critique interne des textes semble au contraire devoir l’invalider.
1. En premier lieu, comme le montre un examen de´taille´ de sa de´marche d’ensemble, Le-
gendre s’attache bien davantage a` la repre´sentation analytique des transcendantes elliptiques
ainsi ramene´es a` des formes normales, qu’a` leur repre´sentation ge´ome´trique, laquelle est tou-
jours secondaire et n’a qu’une valeur d’illustration.
2. En second lieu, si, comme le sugge`re Chasles, la caracte´risation ge´ne´rale et exhaustive
des courbes alge´briques dont les arcs s’expriment par tel ou tel type de transcendantes e´tait la
pre´occupation principale de Legendre dans ses recherches sur les fonctions elliptiques, on serait
le´gitimement en droit de se demander pourquoi dans le tableau ge´ne´ral qu’il brosse des contri-
butions marquantes de ses pre´de´cesseurs30, Legendre ne mentionne Euler que pour ceux de ses
travaux qui s’inscrivent dans la filiation des me´moires de Fagnano sur la mesure de la lemnis-
cate, c’est-a`-dire ceux qui sont publie´s dans les tomes 6 et 7 de l’Acade´mie de Saint-Petersbourg
([10], [11], [12]). Chasles remarque en effet que “le succe`s de M. Serret dans ses recherches sur
la repre´sentation ge´ome´trique des fonctions elliptiques l’a engage´ a` revenir en quelque sorte en
arrie`re pour chercher aussi quelles sont les courbes alge´briques dont les arcs s’expriment par des
arcs de cercle, question dont Euler s’e´tait longtemps occupe´”31. Dans l’article auquel il est fait
allusion, Serret se re´fe`re en effet explicitement aux me´moires d’Euler contenus dans le tome 11
de l’Acade´mie de Saint-Petersbourg, et en particulier a` celui [19] dans lequel Euler montre qu’il
y a une infinite´ de courbes alge´briques, diffe´rentes du cercle, qui sont rectifiables par des arcs
de cercle. Serret note alors que les courbes de´couvertes par Euler ne repre´sentent qu’une partie
de celles auxquelles le conduit l’application de la me´thode analytique ge´ne´rale mentionne´e plus
haut, en sorte qu’il y a en effet, en l’occurrence, continuite´ dans le questionnement. Par ailleurs ce
me´moire d’Euler s’inscrit dans une se´rie de me´moires qui visent a` de´terminer toutes les courbes
alge´briques dont les arcs peuvent eˆtre exprime´s au moyen d’arcs d’ellipse, de parabole, ou plus
ge´ne´ralement d’une autre courbe alge´brique ([16] [17] [18]). Pendant les anne´es de re´daction du
Traite´ des fonctions elliptiques, Legendre ne pouvait pas avoir pris connaissance de ces me´moires
d’Euler dont la publication ne date que de 1830. Cependant, comme le souligne Krazer [33, p.
28[9, p. 174].
29[9, p. 175]. L’interpre´tation de Chasles est reprise par E. Barbin et R. Guitart dans leur e´tude d’ensemble sur
les ovales carte´siennes, cf. [2, p. 166] : “Legendre exhibe une courbe du sixie`me degre´ dont les arcs s’expriment
par des fonctions de premie`re espe`ce et souhaite que l’on de´couvre d’autres courbes re´pondant au proble`me”.
30Cf. les pre´sentations historiques dans les Exercices de calcul inte´gral (1811) et dans le Traite´ des fonctions
elliptiques (1825), [40, p. 1-3], [41, p. 1-2].
31[9, p. 175].
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IX] dans la pre´face a` son e´dition des tomes 20 et 21 des Opera Omnia, les me´moires de 1830
reprennent en les prolongeant et en les corrigeant des recherches publie´es de`s 1789 dans les tomes
4 et 5 des Me´moires de l’Acade´mie de Saint-Petersbourg ([13], [14],[15]). Le fait que Legendre
n’en fasse pas mention est donc un e´le´ment significatif qui invite a` envisager avec prudence la
lecture de Chasles.
3. Reste enfin la question de l’appre´ciation exacte des me´thodes de Legendre, et en par-
ticulier du statut, dans l’usage qui est fait de la courbe du sixie`me degre´, de cette quantite´
alge´brique comple´mentaire qui complique la repre´sentation par un arc de courbe de la fonction
de premie`re espe`ce. Serret reconnaˆıt qu’on peut certes faire disparaˆıtre cette quantite´ en prenant
convenablement les extre´mite´s de l’arc, mais ne cache cependant pas que “n’e´tant pas nulle en
ge´ne´ral, [elle] empeˆche la courbe d’offrir une repre´sentation parfaite de la premie`re transcen-
dante elliptique”32. Liouville pre´cise a` cet e´gard qu’“a` cause des deux extre´mite´s variables [de
l’arc de la courbe de sixie`me degre´], il y a, en quelque sorte, deux arcs employe´s, et ce n’est pas
par un e´le´ment
√
dx2 + dy2, mais par la diffe´rence de deux e´le´ments, que la diffe´rentielle de la
fonction elliptique se trouve exprime´e. Sous un certain point de vue, une telle repre´sentation doit
eˆtre regarde´e comme imparfaite. Nous avons, au contraire, un mode parfait de repre´sentation
dans la lemniscate ; aussi les ge´ome`tres ont-ils e´tudie´ cette courbe avec beaucoup de soin.”33.
L’interpre´tation de Chasles sugge´rerait que Legendre lui-meˆme aurait duˆ avoir conscience de
l’imperfection de la solution qu’il donne au moyen de sa courbe de sixie`me degre´, or, comme
nous le verrons, le fait qu’il la regarde comme “absolument ge´ne´rale”34 laisse penser qu’il la
jugeait suffisamment satisfaisante relativement aux fins qu’il se proposait, lesquelles concernent
bien davantage l’analyse que la ge´ome´trie.
2 Repre´sentation analytique et classification des transcendantes
Dans la perspective de Legendre, la repre´sentation analytique prime en effet sur la repre´senta-
tion ge´ome´trique, pour autant que la classification des transcendantes elliptiques re´pond prin-
cipalement a` des conside´rations de type algorithmique. Dans les Exercices de calcul inte´gral
comme ensuite dans le Traite´ des fonctions elliptiques, Legendre proce`de a` une comparaison
syste´matique de toutes les transcendantes contenues dans la formule
∫
Pdx
R
, ou` P est une fonction
rationnelle de x, et R la racine carre´e d’un polynoˆme en x du quatrie`me degre´. La classification
en trois grandes espe`ces est le re´sultat de la re´duction de ces expressions a` la forme la plus simple
dont elles sont susceptibles. L’inte´grale de la forme
∫
Pdx
R
se de´compose en une partie alge´brique
qu’on peut isoler par inte´grations partielles, « plus un certain nombre de transcendantes, qui
sont toujours de la meˆme forme et de la meˆme nature »35, de telle sorte qu’on obtient ainsi une
premie`re forme normalise´e.
[...] la formule
∫
Pdx
R
sera transforme´e en une autre
∫
Qdφ√
1−c2sin2φ
, dans laquelle c sera
plus petit que l’unite´, et Q sera une fonction rationnelle paire de sinφ, laquelle contiendra
sinφ au meˆme degre´ que P contient x.36
Il importe toutefois ici de retracer comment Legendre parvient a` cette premie`re forme nor-
malise´e en mettant notamment en lumie`re les raisons pour lesquelles il en vient a` reconnaˆıtre
comme ne´cessaire cette condition imposant au module c de ne prendre que des valeurs re´elles
comprises entre ze´ro et l’unite´. Guide´ par l’analogie avec le calcul des arcs d’ellipse pre´sente´
dans les deux me´moires de 1786 sur les inte´grations par arcs d’ellipse ([37], [38]), il s’appuie,
32[56, p. 257].
33[45, p. 292].
34[41, p. 40].
35[41, chap. I, §1. p. 4].
36[41, chap. III. §7. p. 11].
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dans le Me´moire sur les transcendantes elliptiques (1793), sur les me´thodes de re´duction de
d’Alembert et de Lagrange pour e´laborer un the´ore`me de repre´sentation qui puisse valoir pour
une classe plus e´tendue de transcendantes, dont il reconnaˆıt de ce fait l’homoge´ne´ite´ et qu’il
nomme transcendantes elliptiques.
Partant de l’inte´grale
∫
Pdx
R
, Legendre commence par extraire la partie entie`re de la fonction
rationnelle P en posant P =M+ N
B
, de manie`re a` ne plus avoir affaire qu’a` des fonctions entie`res
M , N , B de x. En premier lieu, l’inte´grale forme´e a` partir de la partie entie`reM peut de manie`re
e´vidente s’exprimer comme une somme d’inte´grales de la forme Πk =
∫
xkdx
R
. Legendre recourt
a` une me´thode de re´duction qu’il emprunte pour l’essentiel a` d’Alembert37 et qui se fonde sur
l’usage de formules de re´currence du type de celles qu’on obtient entre les inte´grales Πk a` partir
du produit xm−3R, par diffe´rentiation puis inte´gration. De cette manie`re, on montre en effet
par ite´ration que l’inte´grale Πm se rame`ne a` une combinaison line´aire des inte´grales Π0, Π1 et
Π2, d’ou` l’on tire la forme re´duite
∫ (A+Bx+Cx2)dx
R
augmente´e d’une partie alge´brique. Reste
alors a` conside´rer l’inte´grale forme´e a` partir de la fonction rationnelle N
B
qu’on peut de´composer
en plusieurs fractions partielles selon le nombre de facteurs du de´nominateur, de sorte que les
termes de l’inte´grale totale pourront eˆtre repre´sente´s par des expressions ge´ne´rales du type∫
dx
(1+nx)kR
, qui se rame`nent enfin, graˆce a` des formules de re´currence approprie´es, a` l’inte´grale
de la forme
∫
dx
(1+nx)R . Legendre en conclut donc que l’inte´grale
∫
Pdx
R
, peut se de´composer en
trois parties principales, la premie`re alge´brique, la seconde de la forme
∫ (A+Bx+Cx2)dx
R
, et la
troisie`me renfermant une ou plusieurs inte´grales de la forme
∫
dx
(1+nx)R , ou` le coefficient n peut
eˆtre re´el ou imaginaire.
Apre`s avoir ainsi de´gage´ cette premie`re classification, Legendre ope`re ensuite une sorte de
changement de pied destine´ a` permettre “une connaissance plus pre´cise des meˆmes transcen-
dantes”38. Il reprend alors l’ide´e directrice que Lagrange avait suivie dans son me´moire Sur une
nouvelle me´thode de calcul inte´gral et qui consiste a` faire disparaˆıtre les puissances impaires de
la variable sous le radical dans la diffe´rentielle Pdx
R
. La premie`re me´thode que propose Legendre
part de l’hypothe`se que l’on peut de´composer le polynoˆme du quatrie`me degre´ sous le radical R
en deux facteurs quadratiques re´els
α+ βx+ γx2 + δx3 + ǫx4 =
(
ζ + 2ηx+ θx2
) (
λ+ 2µx+ νx2
)
,
lesquels doivent ne´cessairement eˆtre de meˆme signe pour que le radical soit re´el, par conse´quent
tels que
ζ + 2ηx+ θx2 =
(
λ+ 2µx+ νx2
)
.y2,
d’ou`, en posant Y =
√
(µy2 − η)2 + (λy2 − ζ)(θ − νy2), l’on tire la substitution suivante
x =
µy2 − η + Y
θ − νy2 ,
dont Legendre montre qu’elle permet d’obtenir la transformation souhaite´e
dx
R
=
dy
Y
ou` Y ne comporte que des puissances paires de y. Quoique parfaitement satisfaisante d’un
point de vue the´orique, cette premie`re me´thode rend toutefois difficile le calcul des valeurs
approche´es des transcendantes. Or cette exigence e´tait centrale dans la perspective de Legendre.
Le projet d’ensemble qui sous-tend sa the´orie des fonctions elliptiques visait en effet a` e´tendre
37Cf. [27, p. XLIV].
38[39, p. 8].
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l’analyse graˆce a` de nouvelles proce´dures de calcul rendues possibles par l’adoption de notations
approprie´es pour les transcendantes plus compose´es, comme on l’avait fait auparavant pour les
plus simples telles les arcs de cercle et les logarithmes. Il s’agissait donc d’e´laborer ce calcul
e´largi en vue de construire des tables d’inte´grales elliptiques. A` cet e´gard, la facilite´ des calculs
devenait un enjeu essentiel. Aussi Legendre ne s’en tient-il pas a` cette premie`re me´thode et
envisage-t-il une piste nouvelle.
Cette me´thode [i.e. celle qu’il expose en premier ] est ge´ne´rale ; cependant, comme la
valeur de x, qui doit eˆtre substitue´e dans P , est un peu complique´e, il ne sera pas inutile de
faire voir qu’on peut parvenir au meˆme but par une substitution beaucoup plus simple, qui
consiste a` faire x = p+qy
1+y
, p et q e´tant deux constantes inde´termine´es.39
Cette substitution avait e´te´ sugge´re´e par Lagrange qui ne l’avait toutefois pas retenue parce
qu’elle ne permettait pas de garantir la re´alite´ des variables qu’impose le calcul des valeurs
approche´es des inte´grales.
Cette condition de la re´alite´ des variables introduites par des substitutions n’est pas
ne´cessaire lorsqu’il s’agit d’inte´grales exactes et absolues, parce qu’on a des moyens de faire
disparaˆıtre ensuite les imaginaires ; mais elle devient indispensable dans les inte´grations ap-
proche´es, car on ne peut bien juger de la convergence d’une se´rie, a` moins que tous ses
termes ne soient re´els et e´value´s en nombres. Sans cette conside´ration j’aurais pu re´soudre
le Proble`me pre´ce´dent [i.e. le proble`me consistant a` faire disparaˆıtre les puissances im-
paires de l’inte´grale elliptique ge´ne´rique
∫
Ndx
R
] d’une manie`re plus simple, en substituant
imme´diatement p+qy
1+y
a` la place de x, et e´galant ensuite a` ze´ro les coefficients de y et de y3
dans le quinoˆme sous le signe radical ; on trouve de cette manie`re que p et q sont les ra-
cines d’une e´quation du second degre´ dont les deux coefficients de´pendent eux-meˆmes d’une
e´quation du troisie`me ; mais quoique celle-ci ait toujours une racine re´elle, on n’est pas assure´
que celle-la` ait les siennes re´elles aussi, ce qui est ne´anmoins ne´cessaire pour que la nouvelle
variable y ne soit point imaginaire.40
Legendre reprend donc exactement la substitution de Lagrange, mais il surmonte l’obstacle
signale´ par son pre´de´cesseur en montrant qu’on peut s’assurer que les parame`tres p et q prennent
des valeurs re´elles et que par conse´quent la substitution propose´e pre´serve la re´alite´ des variables.
En ope´rant la substitution x = p+qy1+y dans les deux facteurs ζ + 2ηx+ θx
2 et λ+ 2µx+ νx2 du
polynoˆme sous le radical, puis en annulant les coefficients des puissances impaires de y, Legendre
obtient les deux e´quations suivantes
ζ + η(p+ q) + θpq = 0
λ+ µ(p+ q) + νpq = 0
dont on tire les valeurs rationnelles de p + q et de pq. En formant alors a` partir de ces valeurs
l’e´quation quadratique dont p et q sont les racines suppose´es, il apparaˆıt qu’en imposant au
discriminant la condition suivante (p + q)2 − 4pq = (p − q)2 > 0, on s’assure de la re´alite´ des
racines. Legendre cherche donc a` montrer que cette condition est ve´rifie´e dans tous les cas, que
le polynoˆme du quatrie`me degre´ sous le radical ait ou n’ait pas toutes ses racines re´elles. Si l’un
des deux facteurs quadratiques, par exemple λ+ 2µx+ νx2, comporte des racines imaginaires,
Legendre parvient a` tirer l’ine´galite´ souhaite´e (p − q)2 > 0 des relations entre les parame`tres
λ, µ, ν. Si au contraire le polynoˆme sous le radical a tous ses facteurs re´els, et qu’on suppose
alors que cette de´composition ne conduit pas a` des valeurs re´elles de p et de q, Legendre fait
voir qu’on peut toujours apparier autrement les facteurs re´els de sorte que les deux nouvelles
combinaisons pour les facteurs quadratiques donnent des valeurs re´elles pour p et q. Mais en
re´solvant le proble`me relatif a` la re´alite´ des variables, Legendre parvient du meˆme coup a` faire
apparaˆıtre deux facteurs quadratiques re´els sans terme de puissance impaire.
39[39, p. 9].
40[34, p. 258].
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Donc par la substitution de x = p+qy
1+y
, il est toujours possible de faire disparaˆıtre les
puissances impaires de la variable sous le radical, et en meˆme temps on obtient ce nouvel
avantage, que les deux facteurs, sous le nouveau radical, seront re´els et de la forme f + gy2,
ce qui est un point essentiel, et qu’on n’obtiendrait pas toujours par la premie`re me´thode.41
Le passage aux facteurs quadratiques re´els de la forme f + gy2 constitue une e´tape de´cisive
parce qu’il permet a` Legendre de parvenir a` une repre´sentation analytique ge´ne´rale des trans-
cendantes elliptiques qui s’accorde parfaitement, en le prolongeant, avec le calcul des arcs d’el-
lipse e´labore´ ante´rieurement et pour lequel il s’e´tait limite´ a` la conside´ration des seuls arcs∫ φ
0
√
1− c2 sin2 φ.dφ d’une famille continue d’ellipses de semi-axes 1 et b =
√
1− c2, ou` b et c
varient entre ze´ro et l’unite´. Pour faire apparaˆıtre l’emboˆıtement du particulier dans le ge´ne´ral,
il ne restait plus alors qu’a` passer a` la forme trigonome´trique, par un changement de variable
approprie´, de sorte que l’inte´grale
∫
Pdx
R
se rame`ne a` la formule
∫
Qdφ√
1−c2 sin2 φ
dans laquelle c est
une quantite´ re´elle comprise entre ze´ro et l’unite´ et Q une fonction rationnelle paire de sinφ qui
contient sinφ au meˆme degre´ que P contient x. Puis par application des formules de re´currence
de d’Alembert a` la formule
∫
Qdφ√
1−c2 sin2 φ
, Legendre montre qu’elle se re´duit a` (1) une partie
alge´brique, (2) une inte´grale de la forme
∫
(A + B sin2 φ)dφ∆ ou` ∆ =
√
1− c2 sin2 φ, et (3) une
ou plusieurs parties de la forme
∫
Ndφ
(1+n sin2 φ)∆
, ou` les coefficients N et n ont des valeurs quel-
conques, re´elles ou imaginaires. Enfin, dans une dernie`re e´tape, Legendre montre que ces deux
formes principales sont comprises dans une formule ge´ne´rale42
H =
∫
A+B sin2 φ
1 + n sin2 φ
.
dφ
∆
,
dont les proprie´te´s de pe´riodicite´ la rendent propre a` fournir la repre´sentation analytique unifie´e
ge´ne´rale qui permet de circonscrire la classe entie`re des transcendantes elliptiques. La quantite´
H varie avec l’amplitude φ au sens ou` elle commence et s’e´vanouit lorsque φ = 0, et il suffit de
connaˆıtre toutes les valeurs de H de φ = 0 a` π2 , pour connaˆıtre la valeur de cette transcendante
pour une valeur quelconque de son amplitude.
Il en est a` cet e´gard de la fonction H comme des arcs d’ellipse, et en ge´ne´ral des arcs de
toutes les courbes ovales compose´es de quatre parties e´gales et semblables : un arc, quelque
grand qu’il soit et renfermant, si l’on veut, plusieurs circonfe´rences, s’exprime toujours sans
difficulte´, par le quart de la courbe et une portion de ce quart. La fonction de´termine´e H(pi
2
)
est en quelque sorte l’unite´ des fonctions H, nous la de´signerons par H1.
43
Dans le Traite´ de 1825, Legendre distingue finalement trois formes fondamentales que sont
susceptibles de prendre les transcendantesH, et justifie cette classification par des conside´rations
de type algorithmique :
Puisque toute inte´grale de´signe´e par
∫
Pdx
R
se re´duit a` une partie alge´brique, plus un
certain nombre de termes qui peuvent chacun eˆtre assimile´s a` la fonction H, il s’ensuit qu’on
pourrait n’admettre, pour les inte´grales dont il s’agit, qu’une seule espe`ce de transcendantes,
repre´sente´e par la fonction H, et dans laquelle les coefficients A, B, n seraient a` volonte´ re´els
ou imaginaires. Mais pour bien pe´ne´trer la nature de ces inte´grales, et pouvoir e´tablir entre
elles les comparaisons et les re´ductions dont elles sont susceptibles, il est ne´cessaire de diviser
la fonction H en plusieurs espe`ces distinctes, dont les proprie´te´s deviendront plus sensibles,
lorsqu’on les conside´rera chacune isole´ment.44
41[39, p. 10].
42Il suffit de prendre n = 0 dans H pour obtenir la premie`re, et de prendre B = 0 pour obtenir la seconde.
43[39, p. 18].
44[41, chap. V. §13. p. 15].
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La fonction F est ainsi choisie comme premie`re espe`ce en raison de sa simplicite´ analytique. Non
seulement la fonction F peut s’exprimer au moyen de deux arcs d’ellipse, c’est-a`-dire par deux
fonctions E, et non l’inverse, “ce qui indique que la fonction E est d’une nature plus compose´e que
la fonction F”45, mais elle se signale en outre par le fait qu’elle permet les formules d’addition les
plus simples, puisqu’elle ve´rifie F (x) + F (y) = F (z) ou` z est une fonction alge´brique explicite46
de x et de y.
La proprie´te´ la plus remarquable des fonctions F est qu’on peut de´terminer, par des
ope´rations purement alge´briques, une fonction e´gale a` la somme ou a` la diffe´rence de deux
autres fonctions ; d’ou` il suit qu’on peut de´terminer alge´briquement une fonction multiple,
sous-multiple ou en ge´ne´ral qui soit dans un rapport rationnel avec une fonction donne´e ;
proprie´te´ que les fonctions F partagent avec les arcs de cercle et les logarithmes, et qui a
lieu quand meˆme ces fonctions, conside´re´es comme des inte´grales ou des arcs de courbe,
n’auraient pas l’origine commune φ = 0, et commenceraient a` des points quelconques.47
Quoique les proprie´te´s alge´briques de la fonction F ge´ne´ralisent celles que Fagnano [23] [24]
et Euler [10] [11] [12] avaient mises en e´vidence dans le cas des arcs de lemniscate, c’est une
caracte´ristique de l’approche de Legendre que de subordonner les secondes aux premie`res comme
le particulier au ge´ne´ral. Mais plus encore, si la perspective adopte´e vise, comme il le dit lui-
meˆme, a` “pe´ne´trer la nature de ces inte´grales” tant graˆce a` une notation approprie´e qui en re´ve`le
les proprie´te´s de pe´riodicite´ que graˆce a` une mise en ordre syste´matique des transcendantes qui
permet d’en calculer une valeur approche´e, le passage de la courbe a` la fonction elliptique se
pre´sente aux yeux de Legendre comme un approfondissement.
3 Quelle repre´sentation ge´ome´trique pour les fonctions ellip-
tiques ?
3.1 La lemniscate
Dans les Exercices, Legendre montre qu’on peut repre´senter ge´ome´triquement la fonction
elliptique de premie`re espe`ce de module c = 1√
2
par des arcs de lemniscate. Les bre`ves indications
qu’il donne alors et qui disparaˆıtront dans l’e´dition ulte´rieure du Traite´ des fonctions elliptiques,
permettent de reconstituer le sens de sa de´marche.
La Lemniscate est, comme on sait, une courbe du quatrie`me ordre qui a pour e´quation
(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2). On suppose le demi-axe CA = a, l’abscisse CP = x, et l’ordonne´e
PM = y, si de plus on fait la corde CM = z, on aura en fonction de z, x = z
a
√
a2+z2
2
,
y = z
a
√
a2−z2
2
, d’ou` re´sulte l’arc AM
s =
∫ −a2dz√
a4 − z4
Soit encore z = a cosφ et c2 = 1
2
, on aura
s =
a√
2
∫
dφ√
1− c2 sin2 φ
=
a√
2
F (φ)
re´sultat auquel on serait parvenu directement en faisant
x = a∆cosφ, y =
a√
2
sinφ cosφ.
45[41, chap. V. §14. p. 17].
46cf. [27, p. xlv] sur la “hie´rarchie de simplicite´ ” entre les fonctions F et E s’exprimant dans les formules
d’addition.
47Ibid.
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Avec ces valeurs ou` ∆ est toujours pris positivement, suivant notre usage, on suit la courbe
dans tout son contour, de cette manie`re :
Dans le premier quart AMC, les valeurs de φ s’e´tendent, depuis φ = 0 jusqu’a` φ = pi
2
;
dans le second quart CNB, elles s’e´tendent depuis φ = pi
2
jusqu’a` φ = π ; dans le troisie`me
quart BN ′C, depuis φ = π jusqu’a` φ = 3pi
2
, et enfin dans le quatrie`me quart CM ′A, depuis
φ = 3pi
2
jusqu’a` φ = 2π.
Cela pose´, si l’on fait a√
2
= 1, on aura s = F (φ) ; mais quelle que soit la ligne qu’on
prend pour unite´, on voit que les arcs de la Lemniscate jouissent de toutes les proprie´te´s des
fonctions elliptiques de premie`re espe`ce, c’est-a`-dire qu’ils peuvent eˆtre ajoute´s, retranche´s
ou divise´s alge´briquement comme des arcs de cercle.48
Partant de l’e´quation de la lemniscate en coordonne´es carte´siennes, Legendre conside`re
d’abord une parame´trisation de la courbe en fonction de la corde, et obtient l’expression de
l’arc AM mesure´ a` partir de l’extre´mite´ A du grand axe lorsque la corde est prise entre les
limites CA = a et CM = z, comme dans les me´moires de Fagnano et Euler (cf. Fig. 2). Le
changement de variables qu’il retient lui permet alors d’ajuster analytiquement la valeur de l’arc
a` la forme de la fonction elliptique de premie`re espe`ce
z = a cosφ∫ −a2dz√
a4 − z4 =
a√
2
∫
dφ√
1− 12 sin2 φ
,
de sorte que ce choix semble bien davantage dicte´ par une exigence analytique que par des
conside´rations ge´ome´triques. Bien qu’il prenne soin de pre´ciser ensuite que la courbe est bien
parcourue “dans tout son contour” comme l’impose la pe´riodicite´ de la fonction de premie`re
espe`ce, la signification ge´ome´trique de la parame´trisation retenue demeure implicite dans la
pre´sentation qu’en propose Legendre. Pour la mettre en lumie`re, il faut en effet supple´er ce qui
manque au texte litte´ral et alte´rer de ce fait son organisation propre. L’e´quation de la lemniscate
en coordonne´es polaires49
z2 = a2 cos 2ϑ,
qui s’obtient imme´diatement a` partir de l’e´quation en coordonne´es carte´siennes50, livrerait en
effet la teneur ge´ome´trique du changement de variable de Legendre en rendant explicite la
relation qui lie la nouvelle variable d’inte´gration et l’angle des coordonne´es polaires
cosφ =
√
cos 2ϑ.
A` partir de la parame´trisation de la lemniscate en coordonne´es polaires
x = a
√
cos 2ϑ. cosϑ, y = a
√
cos 2ϑ. sinϑ,
on peut en effet obtenir la parame´trisation choisie par Legendre par une simple substitution
x = a∆cosφ, y =
a√
2
sinφ cosφ,
ou` ∆ =
√
1− 12 sin2 φ. Ce changement de variables permet du meˆme coup de garantir la
pe´riodicite´ de la parame´trisation (cf. Fig. 2.). Lorsque l’angle ∠ACM = ϑ croˆıt de 0 a` π4 ,
48[40, ch. VII, p. 37-8].
49Si l’on pose la corde CM = z et l’angle ∠ACM = ϑ, le point mobileM parcourt le quart de lemniscate AMC
lorsque l’angle ϑ varie de 0 a` pi
4
(cf. Fig. 2). Pour pouvoir suivre le parcours de la lemniscate dans le sens que
choisit Legendre, nous convenons que l’angle ϑ croˆıt dans le sens inverse du sens trigonome´trique.
50La lemniscate de demi-grand axe a et d’e´quation z2 = a2 cos 2ϑ, et l’hyperbole e´quilate`re d’e´quation ξ2−η2 =
a2 s’obtiennent l’une a` partir de l’autre par inversion par rapport au cercle de rayon a (cf. Fig. 2), en sorte que les
points M(x, y) et Q(ξ, η) respectivement sur la lemniscate et l’hyperbole se correspondent si CM.CQ = a2 c’est-
a`-dire en coordonne´es polaires x = z cosϑ, y = z sinϑ si et seulement si ξ = a
2x
x2+y2
= a
2 cosϑ
z
, η = a
2y
x2+y2
= a
2 sinϑ
z
.
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Fig. 2 – La parame´trisation de Legendre
le point Q parcourt la portion allant de A a` T de la branche SAT de l’hyperbole et le point M
parcourt le premier quart AMC de la lemniscate. Par ailleurs, lorsque l’angle ϑ de´croˆıt de 5π4
a` π, le point Q parcourt la portion allant de U a` B de l’autre branche UBV de l’hyperbole et
le point M parcourt le second quart CNB de la lemniscate. Le point Q passe a` l’infini d’une
branche de l’hyperbole a` l’autre, en sorte que les deux branches AT et UB se rejoignent a` l’in-
fini en un point qui correspond par inversion au point double de la lemniscate. Du point de vue
ge´ome´trique, la variation de l’angle ϑ est discontinue puisqu’on passe ainsi sans transition de π4
a` 5π4 et de
3π
4 a`
−π
4 et les deux domaines de variation s’aboutent l’un a` l’autre avec une torsion
(cf. Fig. 3). Ce de´faut de continuite´ justifie le changement de variables dont le sens ge´ome´trique
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Fig. 3 – La teneur ge´ome´trique du changement de variables z = a cosφ
consiste pre´cise´ment a` ressouder les deux parties de la lemniscate en unifiant les deux inter-
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valles de variations de l’angle polaire51 en un seul domaine de variation parcouru uniforme´ment
dans un seul sens52. Pour mieux cerner le sens du choix ope´re´ par Legendre, la comparaison
avec les autres voies qui s’offraient a` lui peut eˆtre e´clairante. Dans son premier me´moire sur les
me´thodes d’inte´gration par arcs d’ellipse (1786), Legendre avait en effet propose´ une rectification
de l’hyperbole qui se fondait sur la construction cisso¨ıdale de l’hyperbole e´quilate`re53. En tirant
parti de cette possibilite´, Legendre serait parvenu a` une parame´trisation alternative (cf. Fig. 4).
Trac¸ons le cercle de centre B et de rayon a puis un rayon BR faisant un angle ω = ∠DBR avec
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a.dφ√
1− sin2 φ
φ = 2ω, ω = ∠DBR
Fig. 4 – Une parame´trisation alternative
le grand axe de la lemniscate. Prolonge´e la droite BR coupe la premie`re asymptote de l’hyper-
bole e´quilate`re en un point K et la seconde en un point L. L’hyperbole e´quilate`re e´tant le lieu
ge´ome´trique des points Q tels que BK = LQ, les coordonne´es du point Q(ξ, η) sur l’hyperbole
peuvent eˆtre exprime´es54 en fonction de l’angle ω,
ξ =
a
cos 2ω
, η = a tan 2ω.
51Lorsque φ traverse la valeur pi
2
(respectivement 3pi
2
) dans le sens trigonome´trique direct, ϑ passe de la valeur pi
4
a` pi+ pi
4
(respectivement de la valeur 3pi
4
a` −pi
4
), tandis que le signe change et par suite aussi le sens de la variation.
Les deux intervalles [−pi
4
, pi
4
] et [ 3pi
4
, 5pi
4
] sont donc ressoude´s en un seul domaine de variation graˆce au changement
de variables cosφ =
√
cos 2ϑ.
52Dans la Fig. 3, on convient de repre´senter l’angle ϑ de telle sorte qu’il croˆıt dans le sens inverse du sens
trigonome´trique en accord avec l’orientation de la figure choisie par Legendre, mais pour l’angle φ qui n’a pas de
signification ge´ome´trique imme´diate dans la figure de Legendre, nous adoptons le sens trigonome´trique tradition-
nel.
53Cf. [37, p. 634]. Nous renvoyons a` un autre article pour l’analyse de ces me´thodes de Legendre en relation
avec la relecture qu’il propose des re´sultats de Landen.
54En premier lieu, on de´termine les coordonne´es des points K et L en fonction de l’angle ω en prenant l’inter-
section de la droite BR passant par le point B(a, 0) et de pente − tanω avec les deux asymptotes. On obtient ainsi
L( a sinω
cosω+sinω
, −a sinω
cosω+sinω
) et K( a sinω
cosω−sinω ,
a sinω
cosω−sinω ) et la condition BK = LQ permet de trouver l’expression des
coordonne´es (ξ, η) de Q.
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Les coordonne´es du point M(x, y) s’obtiennent alors a` partir de celles du point Q(ξ, η) qui lui
correspond par inversion par rapport au cercle de rayon a,
x =
a2ξ
ξ2 + η2
=
a cos 2ω
1 + sin2 2ω
, y =
a2η
ξ2 + η2
=
a sin 2ω cos 2ω
1 + sin2 2ω
.
Lorsque ω varie de 0 a` π, le point M parcourt ainsi la lemniscate entie`re (cf. Fig. 4 ). Pour des
valeurs de ω comprises entre 0 et π4 , le point Q parcourt la portion de A vers T de la branche
SAT de l’hyperbole, tandis que le point M de´crit le premier quart AMC de la lemniscate. Pour
des valeurs de ω comprises entre π4 et
π
2 , le point Q parcourt la portion de U a` B de la branche
UBV de l’hyperbole et le point M de´crit le second quart CNB de la lemniscate, etc. Si l’on
pose a` pre´sent φ = 2ω, on trouve l’expression de l’e´le´ment d’arc55
ds = dφ.
√(
dx
dφ
)2
+
(
dy
dφ
)2
=
a.dφ√
1 + sin2 φ
qui correspond a` une inte´grale elliptique de module
√−1. Quoique plus transparente d’un point
de vue ge´ome´trique, dans la mesure ou` l’amplitude pre´sente imme´diatement un sens ge´ome´trique,
cette seconde parame´trisation conduirait toutefois a` une inte´grale qui ne correspondrait pas a` la
forme des fonctions de premie`re espe`ce, laquelle impose que le module soit re´el et compris entre
ze´ro et l’unite´. Cette comparaison fait donc apparaˆıtre que, selon toute vraisemblance, Legendre
est parti de la forme analytique de la fonction de premie`re espe`ce pour y adapter ensuite la
repre´sentation ge´ome´trique, rele´guant ainsi la ge´ome´trie des courbes a` l’arrie`re-plan.
Le proble`me qui consiste a` rechercher, pour les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce de
module quelconque, une repre´sentation ge´ome´trique par arcs ade´quate, ne se pre´cise que par
e´tapes d’un traite´ a` l’autre. Dans les Exercices (1811), la question n’est souleve´e qu’en passant
et Legendre ne dispose encore d’aucune solution.
Les arcs de la Lemniscate repre´sentent les fonctions elliptiques de la premie`re espe`ce dans
le cas ou` le module c =
√
1
2
= b. Il serait assez curieux de rechercher s’il y a quelque autre
courbe alge´brique dont les arcs repre´sentent la fonction F pour une autre valeur de c ; mais
cette recherche ne laisse pas d’eˆtre difficile.
Elle ne pre´senterait aucune difficulte´ si on admettait les arcs de cercle et les logarithmes
dans l’expression des coordonne´es.56
Legendre donne alors la parame´trisation suivante
x =
1
2c
log
(
1 + c sinφ
1− c sinφ
)
, y =
1
c
arctan
(
c cosφ
b
)
,
qu’il fac¸onne a` partir de la forme de l’e´le´ment d’arc souhaite´, de telle sorte qu’un arc s compte´
depuis φ = 0 de la courbe transcendante ainsi de´crite repre´senterait ge´ne´ralement la fonction
F (c, φ). Dans la hie´rarchisation analytique des transcendantes e´tablie par Legendre, les fonctions
elliptiques de premie`re espe`ce viennent imme´diatement apre`s les logarithmes et arcs de cercle.
Par conse´quent, la repre´sentation par arcs qu’il propose comme un pis-aller pour les fonctions
F de module quelconque permettrait au moins de les exprimer en fonction de transcendantes
moins compose´es, quoique la question de savoir s’il est possible de les exprimer en fonction des
seules quantite´s alge´briques demeure encore en suspens.
55Partant de x = a cosφ
1+sin2 φ
, y = a sinφ cosφ
1+sin2 φ
, le calcul donne dx
dφ
= −a sinφ(3−sin
2 φ)
(1+sin2 φ)2
et dy
dφ
= a(1−3 sin
2 φ)
(1+sin2 φ)2
, d’ou` l’on
tire ( dx
dφ
)2 + ( dy
dφ
)2 = a
2(1+sin2 φ)3
(1+sin2 φ)4
.
56[40, p. 39].
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3.2 La courbe alge´brique du sixie`me degre´
Dans le premier tome du Traite´ des fonctions elliptiques (1825), Legendre de´termine une
courbe alge´brique satisfaisant aux conditions du proble`me pose´ en recourant a` une me´thode
purement calculatoire exempte de toute conside´ration ge´ome´trique. La parame´trisation de la
courbe en fonction de l’amplitude φ est ainsi obtenue re´gressivement a` partir de relations connues
entre les fonctions E et F , de sorte que par ajustement des quantite´s auxiliaires [h et b], on puisse
ensuite faire disparaˆıtre les arcs d’ellipse qui compliquaient d’abord l’expression analytique, pour
obtenir enfin une relation plus simple entre la fonction elliptique F de module quelconque et
l’arc s de la courbe alge´brique envisage´e.
Conside´rons maintenant la courbe forme´e d’apre`s les e´quations
x = h sinφ
(
1 +
1
3
m sin2 φ
)
,
y = bh cosφ
(
1 +m− 1
3
m cos2 φ
)
,
on trouvera, en e´liminant sinφ, que l’e´quation de cette courbe est du sixie`me degre´, et qu’elle
ne contient que des puissances paires de x et de y, ce qui prouve qu’elle est partage´e en quatre
parties e´gales, et semblables par les axes des coordonne´es.
Des e´quations suppose´es, on tire par la diffe´rentiation
dx = hdφ cosφ(1 +m sin2 φ),
dy = −bhdφ sinφ(1 +m sin2 φ);
donc l’e´le´ment de la courbe ds = h∆dφ(1 +m sin2 φ), et en inte´grant
s = hE +
mh
3c2
(
(2c2 − 1)E + b2F − c2∆sinφ cosφ )
Pour faire disparaˆıtre l’arc d’ellipse E, soit m = 3c
2
1−2c2 , et ensuite h =
3c2
b2m
= 1−2c
2
b2
, on aura
s = F − c
2
b2
∆sinφ cosφ
ou F (c, φ) = s+
c2
b2
∆sinφ cosφ.
Ainsi, on voit que la fonction F , dont le module c est a` volonte´, pourvu qu’il soit plus
petit que
√
1
2
ou sin 45˚ , s’exprime par l’arc de courbe s augmente´ de la quantite´ alge´brique
c2
b2
∆sinφ cosφ.57
Legendre donne ici un e´chantillon des me´thodes par lesquelles il se propose d’e´tendre les res-
sources de l’analyse en y adjoignant de nouvelles transcendantes, ici E et F , lesquelles “de´signe´es
chacune par un caracte`re particulier et soumises a` un algorithme convenable, pourraient eˆtre
employe´es dans l’analyse a` peu pre`s comme le sont les arcs de cercle et les logarithmes”58.
Pour obtenir la courbe alge´brique de degre´ six, il s’appuie en effet sur des re´sultats obtenus
ante´rieurement dans son premier me´moire sur les inte´grations par arcs d’ellipse (1786) dans
lequel il avait esquisse´ un tel calcul des quantite´s E =
∫
∆dφ et F =
∫
dφ
∆ , en s’attachant en
particulier a` exprimer les inte´grales du type
∫
∆ndφ et
∫
dφ
∆n en fonction de E et F , comme par
exemple dans les cas suivants59 ∫
dφ
∆
= E − cdE
dc
57[41, p. 36].
58[41, p. 1].
59Cf. [37, p. 628-629].
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∫
∆3φ =
(
1− 1
3
c2
)
E +
c(1− c2)
3
dE
dc
+
c2
3
∆ sinφ cosφ
En 1825, partant de la formule suppose´e pour l’e´le´ment d’arc, ds = h∆dφ(1+m sin2 φ), Legendre
obtient par inte´gration∫
h∆dφ(1 +m sin2 φ) = hE +
hm
c2
∫
(∆−∆3)dφ
qu’il transforme en combinant les formules de 1786 pour
∫
dφ
∆ et
∫
∆3dφ de manie`re a` faire
disparaˆıtre la coefficient aux diffe´rences partielles dE
dc
. La ge´ome´trie n’a donc aucune part dans
la de´marche qui conduit a` l’invention de la courbe alge´brique du sixie`me degre´ dont les arcs
repre´sentent ge´ne´ralement les fonctions elliptiques de premie`re espe`ce pour un module quel-
conque. Legendre n’e´tudie en effet les proprie´te´s ge´ome´triques de cette courbe que dans un
second temps pour chercher a` faire disparaˆıtre la quantite´ alge´brique ∆ sinφ cosφ dans l’ex-
pression de la fonction F (c, φ). Il montre alors en premier lieu par une comparaison des rayons
de courbure que chacun de ses quarts est enveloppe´ dans le quart correspondant de l’ellipse
de´crite sur les meˆmes demi-axes CA = 1 et CB = 1
b
, avec b =
√
1− c2 (cf. Fig. 5). Il e´tablit
C A
B
E
K
M
N
Fig. 5 – La courbe alge´brique de degre´ six de Legendre
ensuite que pour une valeur de l’amplitude φ < π2 , on peut toujours trouver sur le quart de
courbe BKA deux points M et N tel que l’arc intercepte´ MN sera e´gal a` la fonction F (c, φ).
Il remarque en effet que la quantite´ ∆ sinφ cosφ e´tant nulle pour les valeurs φ = 0 et φ = π2 ,
il y aura une valeur de φ pour laquelle cette quantite´ est un maximum. Soit K le point sur la
courbe correspondant a` cette valeur φ = µ. Par de´finition, a` compter du point K, la quantite´
∆ sinφ cosφ diminuera continuˆment, dans le sens KMB comme dans le sens KNA depuis son
maximum en K jusqu’a` la valeur ze´ro aux points B et A. Par conse´quent, si T est la valeur
de ∆ sinφ cosφ au point M de l’arc BMK correspondant par exemple a` φ = ψ, il y aura sur
l’autre arc KNA un point correspondant N ou` ∆ sinφ cosφ prendra la meˆme valeur T . Soit ω
l’amplitude associe´e a` ce point N . Les arcs BM et BN seront donc respectivement repre´sente´s
par les valeurs Fψ + c
2
b2
∆ψ sinψ cosψ et Fω + c
2
b2
∆ω sinω cosω, de sorte que “leur diffe´rence
MN aura pour valeur Fω−Fψ, sans addition d’aucune quantite´ alge´brique”60. Il ne reste plus
alors qu’a` utiliser les proprie´te´s alge´briques des fonctions F pour substituer a` cette diffe´rence
une unique fonction Fφ = Fω − Fψ qui puisse eˆtre repre´sente´e par le meˆme arc MN . Cette
me´thode ne s’applique qu’aux modules c <
√
1
2 . Dans le cas de modules c >
√
1
2 , Legendre
indique qu’on peut toujours se ramener au cas pre´ce´dent en utilisant les e´chelles de modules
60[41, p. 38].
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auxquelles il renvoie par anticipation. La repre´sentation ge´ome´trique des fonctions elliptiques
de premie`re espe`ce a` laquelle on parvient ainsi n’est donc ge´ne´rale que dans l’exacte mesure ou`
elle se subordonne a` la repre´sentation analytique des meˆmes transcendantes dont les techniques
calculatoires de Legendre permettent de moduler l’expression a` l’infini selon des re`gles pre´cises.
Avec cette modification, la solution que nous avons donne´e doit eˆtre regarde´e comme
absolument ge´ne´rale. Ainsi l’on pourra toujours trouver une courbe alge´brique dont les arcs
repre´sentent toute fonction F (c, φ) dans laquelle le module et l’amplitude sont pris a` volonte´.
Cette courbe est du sixie`me degre´ et sa figure est compose´e de quatre parties e´gales et
semblables, concaves vers un meˆme centre, se rapproche beaucoup de celle de l’ellipse.61
L’hybridation des repre´sentations ge´ome´trique et analytique induite par la me´thode de Legendre
ne semble donc pas poser proble`me a` ses yeux, ni a fortiori alte´rer une pre´tendue “perfection
ge´ome´trique” (selon l’expression de Serret et Liouville) de la repre´sentation recherche´e pour les
fonctions elliptiques de module quelconque.
3.3 La me´thode ge´ne´rale de Legendre
Dans le tome second du Traite´ des fonctions elliptiques (1826), Legendre retrouve en suivant
un chemin entie`rement diffe´rent cette meˆme courbe du sixie`me degre´ dont les arcs repre´sentent
la fonction elliptique de premie`re espe`ce pour un module quelconque. Il obtient en effet d’abord
une formule ge´ne´rale qui permet d’exprimer toute inte´grale propose´e par un arc de courbe et
cherche ensuite naturellement a` l’appliquer successivement aux trois espe`ces d’inte´grales ellip-
tiques, de manie`re a` ramener, dans chaque cas de figure, les quadratures a` des rectifications. Dans
le contexte des lectures ge´ome´triques de Legendre du dernier tiers du XIXe`me sie`cle, Alle´gret
([1]) conside`re que la me´thode que Legendre lui-meˆme pre´sente comme nouvelle dans la seconde
section de l’appendice “Des quadratures” au tome II du Traite´, n’est rien d’autre que celle
qu’avait donne´e avant lui Jakob Hermann dans un me´moire publie´ dans les Acta Eruditorum
de 1723 ([28]). Si l’on sait exprimer l’arc d’une courbe par une quadrature, le proble`me inverse
qui consiste a` de´terminer la courbe alge´brique dont l’arc e´quivaut a` une quadrature donne´e
pre´sentait en effet davantage de difficulte´s. Apre`s avoir expose´ la solution de Hermann, Alle´gret
envisage celle que Johann Bernoulli propose du meˆme proble`me dans les Acta Eruditorum de
l’anne´e suivante ([5]), et il montre non seulement qu’on peut la de´duire de l’analyse de Hermann
mais aussi qu’elle conduit a` des formules qui co¨ıncident avec celles e´tablies par Legendre dans
le tome premier du Traite´ et de´terminent ainsi la meˆme courbe du sixie`me degre´. Alle´gret sup-
pose pourtant, sur la foi de certains passages que nous commenterons plus loin, que Legendre
n’a vraisemblablement pas eu connaissance des travaux de ses pre´de´cesseurs sur la rectification
des quadratures62. A` de´faut de mentionner le me´moire de Bernoulli de 1724, Legendre se re´fe`re
pourtant dans ce meˆme appendice a` un autre me´moire de Johann Bernoulli inse´re´ dans le tome
I des Opera Omnia du mathe´maticien suisse parus en 1742. Il est alors probable que Legendre
ait eu sous les yeux l’ensemble de cette e´dition des œuvres en quatre volumes dont le tome II
contient pre´cise´ment le me´moire de 1724 auquel Alle´gret confe`re un roˆle de´terminant dans la
reconstruction qu’il propose. Comment alors comprendre que l’auteur du Traite´ des fonctions
elliptiques ait pu pre´senter comme nouvelle la formule ge´ne´rale a` laquelle il parvient ? L’un des
e´le´ments de re´ponse tient sans doute au fait que Legendre envisageait la re´duction des quadra-
tures aux rectifications moins comme un proble`me relatif la ge´ome´trie des courbes que comme un
proble`me d’analyse visant a` obtenir les meilleures approximations possibles des transcendantes
conside´re´es, et sans doute l’originalite´ de cette approche suffisait-elle a` ses yeux a` confe´rer a` la
61[41, p. 40].
62[1, note 1, p. 151].
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me´thode qu’il retrouve a` partir de Bernoulli, un caracte`re de nouveaute´. En outre, comme nous
allons le voir, Legendre prolongeait des recherches de Bernoulli qui appartiennent a` une autre
veine que celle a` laquelle Alle´gret se re´fe`re pour e´tayer son interpre´tation. Legendre parvient en
effet a` sa formule ge´ne´rale en cherchant a` ge´ne´raliser les re´sultats de Bernoulli relatifs au motus
reptorius63, qu’il utilise dans la perspective d’un calcul des transcendantes, alors qu’Alle´gret met
l’accent sur les me´thodes qui permettent de ramener les quadratures transcendantes a` des arcs
de courbes alge´briques en retrac¸ant la filiation de Hermann a` Bernoulli. Comme le note Prouhet
([48]) dans son E´tude ge´ome´trique sur les courbes engendre´es par le mouvement de reptation,
pour servir d’e´claircissement a` plusieurs passages des œuvres de Jean Bernoulli (1854), Bernoulli
conside´rait manifestement ces deux courants de recherche comme inde´pendants l’un de l’autre.
“Les Œuvres de J. Bernoulli renferment plusieurs the´ore`mes d’une rare beaute´ [ceux qui se rap-
portent au mouvement de reptation], qui excite`rent dans le temps l’admiration de Leibnitz, mais
qui, ne´glige´s, a` ce qu’il paraˆıt, par leur propre inventeur, ne tarde`rent pas a` tomber dans un oubli
presque complet”64. Bien que Bernoulli ait consacre´ plusieurs me´moires a` ce sujet (les art. 26,
72, 74, 77 a` 83 du tome I des Opera Omnia), “son dernier article sur le mouvement de reptation
(motus reptorius) est de 1709 (Lettre a` Leibnitz). Cette lettre se termine par ces mots : Alia
mirabiliora in aliam occasionem refero. Mais il n’a rien paru de ces choses plus admirables dans
les Œuvres publie´es du vivant de l’auteur.”65 Prouhet qui, a` l’instigation de Terquem, reprend
par la suite, pour les comple´ter, ces recherches de Bernoulli soutient, en renvoyant a` l’Appendice
au tome II du Traite´ des fonctions elliptiques, que “Legendre est, a` notre connaissance, le seul
auteur qui ait de´montre´ les the´ore`mes de Bernoulli”66. Il semble donc qu’e´tant parvenu a` sa for-
mule ge´ne´rale par une autre voie que celle que sugge`re Alle´gret, Legendre ait e´te´ parfaitement
fonde´ a` la revendiquer comme nouvelle.
Le mathe´maticien franc¸ais part d’un proble`me tre`s ge´ne´ral qu’il formule dans les termes
suivants.
Apre`s avoir traite´ d’un grand nombre de transcendantes que l’on peut e´valuer avec plus
ou moins de facilite´ par les me´thodes qui leur sont propres, nous allons donner les moyens de
trouver la valeur aussi approche´e qu’on voudra d’une inte´grale quelconque
∫
ydx prise entre
deux limites donne´es, ce qui est l’objet du proble`me ge´ne´ral des quadratures.67
Il conside`re alors le cas simple, auquel les cas plus compose´s peuvent toujours se ramener, ou`
l’inte´grale Z =
∫
ydx prise entre les limites x = 0 et x = a peut eˆtre regarde´e comme une aire
situe´e tout entie`re du meˆme coˆte´ de la ligne des abscisses. Il de´compose alors cette aire en une
somme de trape`zes en divisant la base a de l’aire en n parties e´gales, puis en proposant deux
manie`res diffe´rentes d’exprimer les aires des trape`zes constituants en fonction des ordonne´es
successives y = F (x) attache´es aux points de la subdivision, il obtient deux valeurs approche´es
diffe´rentes de cette meˆme aire, a` savoir Z = aM et Z = aN . Mais pour faire connaˆıtre le
degre´ d’approximation dont sont susceptibles ces valeurs approche´es, Legendre fait voir ensuite
“quels sont les termes qu’il faut ajouter aux quantite´s aM et aN pour avoir la vraie valeur
de l’inte´grale
∫
Fdx ”68, de manie`re a` obtenir des formules exactes qui comprennent des suites
63Dans l’e´tude qu’il consacre aux courbes engendre´es par un tel “mouvement de reptation”, Prouhet (1854)
donne les de´finitions suivantes : “De´finitions. 1. Lorsqu’une courbe B se meut paralle´lement a` elle-meˆme et de
manie`re toujours tangente a` une courbe fixe A, on dit que B rampe sur A. 2. Le lieu de´crit par un point quelconque
du plan de la courbe B est appele´ reptoire (reptoria). . . .4. L’angle forme´ par les normales mene´es aux extre´mite´s
d’un arc de courbe est nomme´ l’amplitude de cet arc. . . .5. Dans un mouvement de reptation, les divers points d’un
arc de la courbe rampante sont amene´s successivement au contact en divers points d’un arc d’e´gale amplitude de
la courbe fixe. Ces deux arcs sont appele´s arcs ge´ne´rateurs de l’arc correspondant de la reptoire” [48, p. 275-276].
64[48, p. 274].
65[48, p. 275].
66Ibid.
67[42, p. 572].
68[42, p. 576].
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infinies de termes forme´s des coefficients diffe´rentiels de la fonction F . On obtiendra ainsi le
degre´ d’approximation qu’on voudra, en prenant une subdivision suffisamment fine de la base,
“ce qui permettra de re´duire a` un ou deux termes au plus, la correction qui doit eˆtre ajoute´e a`
la valeur calcule´e de aM ou de aN”69. En appliquant cette technique de calcul aux inte´grales
comple`tes E1(c) et F 1(c), Legendre montre alors que “l’effet de la correction est non seulement
de de´terminer le nombre de de´cimales exactes qui se trouvent dans la valeur de M ou dans celle
de N , mais encore d’en ajouter cinq ou six de plus, ce qui donnera un re´sultat aussi exact qu’on
voudra, en prenant une valeur convenable de n”70. Parvenu a` ce stade, Legendre jette un pont
entre sa me´thode d’approximation et l’un des the´ore`mes que Bernoulli avait obtenus dans ses
recherches sur le motus reptorius.
§74. On trouve dans les Œuvres de Bernoulli [il s’agit d’un extrait de lettre date´e du
15 avril 1709, i.e. [4]] un the´ore`me pour calculer par approximation le rayon du cercle e´gal
en circonfe´rence a` une ellipse donne´e. Ce the´ore`me fort remarquable conduit aux meˆmes
valeurs de M et N que donnent les pre´ce´dentes formules, en prenant pour n un terme de la
progression 2, 4, 8, 16, etc., ce qui permet de de´terminer ge´ome´triquement toutes les quantite´s√
1− c2 sin2 x dont se composent les valeurs de M et de N .
Jean Bernoulli n’a point donne´ la de´monstration de son the´ore`me ; il a indique´ seulement
la construction ge´ome´trique qui en est la base et par laquelle on peut obtenir la valeur tre`s
approche´e de la circonfe´rence de toute courbe ovale, partage´e comme l’ellipse, en quatre
parties e´gales et semblables par deux axes rectangulaires. Cette construction s’exe´cute au
moyen d’un mouvement continu que l’auteur appelle motus reptorius, et dont il de´taille les
proprie´te´s.
Nous avions pense´ d’abord a` donner ici l’analyse du the´ore`me de Jean Bernoulli, conside´re´
dans sa plus grande ge´ne´ralite´ ; mais nous avons bientoˆt reconnu que cette analyse deviendrait
inutile, parce que le re´sultat auquel elle conduit n’est qu’un cas particulier d’une proposition
ge´ne´rale qui sera de´montre´e ci-apre`s d’une manie`re beaucoup plus simple.71
La ge´ome´trie est donc clairement subordonne´e chez Legendre a` la recherche de meilleures
formules d’approximation, tant dans l’usage qu’il fait du the´ore`me de Bernoulli que dans la pro-
position ge´ne´rale qu’il en tire. L’ide´e directrice qui conduit alors a` la nouvelle formule d’approxi-
mation consiste a` exploiter les ressources d’une me´thode alternative de rectification de fac¸on
a` exprimer d’abord la longueur d’arc AM d’une courbe arbitraire en fonction d’une certaine
inte´grale, pour ensuite renverser la perspective et obtenir un moyen d’exprimer toute inte´grale
propose´e par un arc de courbe. Legendre commence ainsi par exprimer la longueur d’arc AM de
la courbe en fonction de coordonne´es polaires et non plus de coordonne´es rectangulaires. “Cet
arc [e´crit-il ], dont l’expression ordinaire est
∫
dx
√
1− dy2
dx2
, peut eˆtre exprime´ par une autre
formule qui jouit de quelques avantages particuliers et que nous allons faire connaˆıtre.”72 Si
du point C, centre des coordonne´es, on me`ne une perpendiculaire CZ a` la tangente en M a`
la courbe AM , on peut en effet introduire de nouvelles variables p = CZ et µ = ∠PCZ, a` la
place des coordonne´es rectangulaires CP = x et PM = y (cf. Fig. 6). A` partir de l’expression
p = CZ = CM cos(µ− ∠MCP ), on obtient par application des formules d’addition,
p = x cosµ+ y sinµ,
69[42, p. 576].
70[42, p. 587].
71[42, p. 587-8].
72[42, p. 588].
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Fig. 6 – La rectification de Legendre
d’ou` l’on tire par diffe´rentiation et simplification73
dp
dµ
= y cosµ− x sinµ.
En rapprochant ces deux dernie`res e´quations, on obtient un syste`me qui permet d’exprimer les
coordonne´es rectangulaires en fonction des coordonne´es polaires, a` savoir
x = p cosµ− dp
dµ
sinµ (1)
y = p sinµ+
dp
dµ
cosµ (2)
dont on tire aise´ment une expression alternative de l’e´le´ment d’arc ds =
√
dx2 + dy2 = dµ.
(
p+ d
2p
dµ2
)
,
puis par inte´gration, une expression nouvelle de la longueur d’arc
arcAM =
∫
pdµ+
dp
dµ
− dp0
dµ
,
en supposant que dp0
dµ
est la valeur de dp
dµ
au point A a` partir duquel on mesure l’arc AM . On
peut donc inversement exprimer l’inte´grale en fonction de la longueur d’arc.
Cette meˆme formule servira a` exprimer toute inte´grale propose´e par un arc de courbe.
En effet, on peut supposer que cette inte´grale est mise sous la forme
∫
pdµ, dans laquelle
µ repre´sente un arc de cercle inde´fini dont le rayon = 1, et p une fonction de l’arc µ, ou
seulement des lignes trigonome´triques sinµ et cosµ. On aura donc l’inte´grale cherche´e∫
pdµ = s− dp
dµ
+
dp0
dµ
Quant a` la courbe AMB qui correspond a` cette e´quation, elle est facile a` de´crire au moyen
des e´quations [(1) et (2) ci-dessus] dont les seconds membres sont des fonctions connues de
l’angle µ ou des lignes trigonome´triques qui de´pendent de cet angle ; et si on e´limine µ de
ces deux e´quations, on aura, sous la forme ordinaire, l’e´quation entre les coordonne´es x et
y de la courbe dont un arc compris entre des limites donne´es, servira a` exprimer l’inte´grale∫
pdµ.74
73L’expression obtenue par diffe´rentiation de p = x cosµ+y sinµ se simplifie graˆce aux relations dx = −ds sinµ
et dy = ds cosµ, lesquelles s’obtiennent a` partir de la conside´ration du triangle infinite´simal MM ′N ayant
l’e´le´ment d’arc MM ′ pour hypote´nuse (cf. Fig. 6). L’angle µ se retrouve dans ce triangle, de sorte qu’on ait
sinµ = NM
′
MM′
= dx
ds
et cosµ = MN
MM′
= −dy
ds
.
74[42, p. 589]
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Legendre applique alors successivement cette me´thode ge´ne´rale aux trois espe`ces d’inte´grales
elliptiques. Dans le cas (1) ou` l’inte´grale Z =
∫
dµ
√
1− c2 sin2 µ, il retrouve le the´ore`me de
Fagnano sur les arcs d’ellipse dont la diffe´rence est rectifiable ([22]). Dans le cas (2) ou` l’inte´grale
Z =
∫
dµ√
1−c2 sin2 µ
, il retrouve la repre´sentation de la fonction de premie`re espe`ce de module
quelconque au moyen d’un arc de la courbe du sixie`me degre´ augmente´ d’un terme alge´brique.
Enfin (3), il conclut en appliquant cette meˆme me´thode a` la fonction elliptique de troisie`me espe`ce
Π(n, c, µ). La de´marche de Legendre est donc parfaitement cohe´rente et conduit a` retrouver des
re´sultats particuliers a` partir d’une meˆme me´thode ge´ne´rale permettant de traiter toutes les
transcendantes elliptiques de manie`re uniforme. C’est dans ce contexte que Legendre mesure
la fe´condite´ de sa me´thode ge´ne´rale en la rapportant au proble`me anciennement pose´ de la
repre´sentation ge´ome´trique des fonctions elliptiques de premie`re espe`ce de module quelconque
par des arcs de courbes alge´briques.
§80. Il est tre`s remarquable que notre nouvelle formule conduise si facilement a` la solution
d’un proble`me que nous avons regarde´ comme fort difficile, et qui paraˆıt n’admettre aucune
autre solution ; celui de trouver une courbe alge´brique dont les arcs repre´sentent ge´ne´ralement
la fonction elliptique de premie`re espe`ce F (c, µ).
En ge´ne´ral, on voit que toutes les fois que p sera une fonction alge´brique de sinµ et cosµ,
la courbe dont les arcs servent a` exprimer l’inte´grale
∫
pdµ, sera aussi une courbe alge´brique.
Ainsi la quadrature d’une courbe alge´brique peut toujours se re´duire a` la rectification d’une
autre courbe alge´brique, proposition dont l’inverse seulement e´tait connue.75
Quoiqu’il propose incidemment une interpre´tation ge´ome´trique de sa me´thode ge´ne´rale en
e´tudiant les relations entre les courbes rectifiables dont les arcs servent a` exprimer l’inte´grale pro-
pose´e et les courbes alge´briques dont elles sont les de´veloppe´es (§84), la pre´occupation principale
de Legendre demeure calculatoire, qu’il s’agisse de rapporter le calcul approche´ des quadratures
a` celui des longueurs d’arcs, ou le contraire, selon les besoins du calcul.
§85. On voit, par ce qui pre´ce`de, que toute quadrature propose´e se re´duit a` la rectification
d’un arc de courbe compris entre deux points donne´s, ce qui peut contribuer a` simplifier la
construction ge´ome´trique d’un grand nombre de proble`mes ; car en ge´ne´ral on peut obtenir
plus facilement une premie`re valeur approche´e d’un arc de courbe dont on a l’e´quation que
celle d’une quadrature. Mais s’il s’agit de calculer avec beaucoup de pre´cision la longueur
d’un arc de courbe propose´, il conviendra de revenir aux formules du § I [i.e. les formules
qui expriment la valeur des inte´grales], pour de´terminer l’arc s par le moyen de l’inte´grale∫
pdµ.76
Le calcul nume´rique des inte´grales elliptiques demeure ainsi la finalite´ premie`re de Legendre
et les constructions ge´ome´triques se subordonnent a` l’e´laboration de me´thodes d’approximation.
3.4 Le primat de l’analyse
D’une fac¸on ge´ne´rale, dans la perspective du mathe´maticien franc¸ais, l’interpre´tation ge´ome´-
trique des proprie´te´s des fonctions elliptiques ne donne pas lieu a` des recherches ge´ome´triques
qui s’e´manciperaient de cette tutelle de l’analyse. Lorsqu’il fait observer, par exemple, dans
les Exercices (1811), qu’on peut, d’apre`s Lagrange77, interpre´ter le the´ore`me d’addition des
fonctions de premie`re espe`ce au moyen d’une application de la trigonome´trie sphe´rique, il souligne
nettement le primat de l’analyse sur la construction ge´ome´trique. Si l’on construit un triangle
sphe´rique dont les coˆte´s AB, AC, BC soient respectivement e´gaux aux amplitudes µ, φ, ψ,
75[42, p. 591]
76[42, p. 593]
77[35, p. 135], cf. le commentaire de Christian Houzel dans [29, p. 90].
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AB
C
E
D
Fig. 7 – Les triangles sphe´riques
lesquelles satisfont l’e´quation transcendante F (φ)+F (ψ) = F (µ) (cf. Fig. 7), alors le rapport du
sinus de chaque angle au sinus du coˆte´ oppose´, sera e´gal au module c de la fonction de premie`re
espe`ce conside´re´e. En faisant ensuite F (µ) + F (θ) = F (ν), on envisage un nouveau triangle
sphe´rique dont les proprie´te´s sugge`rent la construction suivante.
Prolongez le coˆte´ AC vers E, faites CD = θ ; du point D et d’un intervalle DE = µ,
de´crivez un arc qui rencontrera CE en E, et de´terminera le second triangle CDE, dans lequel
on aura CE = ν, et le coˆte´ ν satisfera a` l’e´quation F (ν) = F (φ) + F (ψ) + F (θ).
Cette construction peut eˆtre continue´e aussi loin que les limites des coˆte´s des triangles
sphe´riques peuvent le permettre, c’est-a`-dire tant que le grand coˆte´ n’est pas plus grand
qu’une demi-circonfe´rence. Et il e´vident qu’on pourrait se servir de la meˆme construction
pour trouver successivement les angles φ2, φ3,φ4, etc., tels qu’on euˆt F (φ2) = 2F (φ), F (φ3) =
2F (φ2), etc. ce qui servirait a` la multiplication de la fonction F . Mais, nous le re´pe´tons, ces
constructions ne peuvent s’e´tendre que jusqu’aux limites des triangles sphe´riques, tandis que
l’analyse ne connaˆıt aucune borne.78
Pour pallier ce de´faut des triangles sphe´riques, Jacobi devait par la suite proposer une
construction ge´ome´trique plane de la multiplication des fonctions elliptiques de premie`re espe`ce,
qui s’appuie sur les proprie´te´s des polygones inscrits et circonscrits a` un cercle ([30],[31]). On
peut en effet, a` partir d’un point sur la circonfe´rence d’un cercle donne´, prolonger la tangente a`
un second cercle inte´rieur au premier, jusqu’au point ou` elle rencontre la circonfe´rence exte´rieure,
et re´pe´ter ainsi la construction de traverses successives de fac¸on a` obtenir un polygone inscrit
dans le cercle exte´rieur et circonscrit au cercle inte´rieur. Jacobi montre qu’a` une configuration
donne´e des deux cercles correspond une valeur du module c et une valeur de la fonction ellip-
tique de premie`re espe`ce correspondante F (c, φ). Puis, reprenant une proposition de Poncelet, il
e´tablit que si le polygone se ferme, le dernier sommet correspond a` une amplitude de la fonction
e´gale a` un multiple de la valeur de de´part. Dans la lettre a` Legendre du 23 mai 1829 ou` il lui
fait part de cette nouvelle construction, Jacobi souligne explicitement l’avantage qu’elle pre´sente
par rapport a` celle de Lagrange.
Les arcs de cercle peuvent devenir plus grands que 360 degre´s, de sorte que cette construc-
tion n’a point de limites, comme celle de Lagrange. On voit ainsi que la the´orie ge´ne´rale des
polygones inscriptibles et circonscriptibles en meˆme temps a` un cercle de´pend des fonctions
elliptiques, comme celle des polygones re´guliers des fonctions circulaires.79
Dans la re´ponse qu’il lui fait le 4 juin 1829, Legendre reconnaˆıt que la construction de
Jacobi est “fort inge´nieuse”80 et promet d’en faire mention dans un e´ventuel supple´ment au
78[40, p. 22]
79[44, p. 444]
80[44, p. 445].
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Traite´ des fonctions elliptiques. Parmi ces supple´ments re´unis en un troisie`me tome, qui donnent
l’occasion a` l’auteur d’enrichir son ouvrage de certaines des de´couvertes re´centes d’Abel et de
Jacobi, le second est consacre´ a` la construction ge´ome´trique de la multiplication. S’il reconnaˆıt,
apre`s l’avoir expose´e, qu’“on re´sout ainsi ge´ome´triquement un proble`me d’analyse qui pre´sente
d’assez grandes difficulte´s”81, Legendre utilise toutefois cette construction ge´ome´trique pour
e´laborer une nouvelle me´thode d’approximation qui rame`ne la valeur de la fonction aux tables
des fonctions comple`tes.
Nous remarquerons encore que la construction ge´ome´trique que nous avons donne´e d’apre`s
M. Jacobi, qui en est l’inventeur, pourrait servir a` trouver la valeur approche´e de toute fonc-
tion F (c, φ), dont l’amplitude est donne´e, en faisant connaˆıtre son rapport avec la fonction
comple`te F 1c. En effet, si l’on continue la construction des diffe´rents coˆte´s du polygone jus-
qu’a` ce qu’on trouve dans la suite des sommets M2, M3, M4, etc., un point Mn qui soit tre`s
pre`s de l’une des extre´mite´s du diame`tre AB, il est visible qu’en comptant les circonvolutions
du polygone, on saura combien il y a de demi-circonfe´rences dans l’arc 2φn, termine´ au point
Mn. Soit m le nombre de ces demi-circonfe´rences, on aura donc a` tre`s peu pre`s 2φn = mπ ;
par conse´quent, F (c, φn) ou nF (c, φ) = mF
1c et F (c, φ) = m
n
F 1c, valeur plus facile a` e´valuer
nume´riquement au moyen de notre table des fonctions comple`tes.82
Ainsi Legendre se conformait-il, dans ce cas comme dans d’autres, a` l’intention annonce´e,
de`s les premie`res pages du volume, de ne pre´senter les re´sultats obtenus par d’autres que “sous le
point de vue le plus simple et le mieux coordonne´ a` ses propres ide´es”83. A` la diffe´rence de Chasles
qui devait proposer par la suite ([8]), pour l’addition et la soustraction des fonctions elliptiques de
premie`re espe`ce, une construction analogue a` celle que Jacobi avait donne´e pour la multiplication,
mais exempte toutefois des limitations qui affectaient celle de Lagrange, graˆce a` l’utilisation
inge´nieuse des proprie´te´s des arcs de sections coniques dont la diffe´rence est rectifiable ([7]),
Legendre se montre dans ces matie`res davantage pre´occupe´ de tables nume´riques et de me´thodes
de calcul que de ge´ome´trie. Poncelet le reconnaˆıt, fuˆt-ce pour le de´plorer, lorsqu’il fait allusion
a` cet e´gard a` ce qu’il appelle “le silence de M. Legendre”, pour autant que, dans le supple´ment
consacre´ a` la construction ge´ome´trique de Jacobi, “l’illustre et ve´ne´rable fondateur de cette
nouvelle branche du calcul inte´gral, soucieux, avant tout, des progre`s de la science qu’il cultivait
avec une pre´dilection toute particulie`re, ne jugea pas a` propos de mentionner la faible part de
me´rite qui pouvait revenir aux the´ories ge´ome´triques du Traite´ des proprie´te´s projectives des
figures”84.
4 La fonction de premie`re espe`ce et le damier analytique
Si les remarques qui pre´ce`dent te´moignent du souci constant chez Legendre de subordonner
la repre´sentation ge´ome´trique des transcendantes elliptiques a` leur caracte´risation analytique,
le projet d’ensemble guidant l’e´laboration de la the´orie des fonctions elliptiques consacre, plus
explicitement encore, le primat de la fonction sur la courbe. L’une des ide´es directrices de
Legendre le conduisait a` ranger les diverses transcendantes dans un “ordre me´thodique” en les
soumettant a` un algorithme spe´cifique fonde´ sur un syste`me de transformations distingue´es qui
permette de passer des unes aux autres selon des rapports de´termine´s, de fac¸on a` en calculer
les valeurs approche´es. Le point de de´part de la the´orie consistait alors, comme il l’explique
lui-meˆme, a` apercevoir tout le parti qu’on pouvait tirer a` cette fin de la transformation de
Landen.
81[43, p. 174].
82[43, p. 177]
83[43, p. vii].
84[47, p. 480].
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Nous allons faire voir qu’on peut, par une loi tre`s simple, former une infinite´ de fonctions
elliptiques de premie`re espe`ce, qui diffe`rent les unes des autres tant par le module que par
l’amplitude, mais qui ont la proprie´te´ fort remarquable d’eˆtre entre elles dans des rapports
constants.85
Legendre conside`re les deux fonctions elliptiques de modules respectifs c et c′
F (c, φ) =
∫
dφ√
1− c2 sin2 φ
et F (c′, φ′) =
∫
dφ′√
1− c′2 sin2 φ′
,
et montre que si modules et amplitudes sont lie´s par certaines relations de´termine´es, alors les
inte´grales elliptiques se correspondent par transformation, en sorte que si les deux premie`res
conditions ci-dessous sont ve´rifie´es, la troisie`me l’est aussi
c′ = 2
√
c
1+c , sin(2φ
′ − φ) = c sinφ
F (c′, φ′) = 1+c2 F (c, φ).
Legendre remarque qu’il n’est pas ne´cessaire d’ajouter une constante pour e´galiser les inte´grales
et que le rapport est donc constant, quelle que soit la valeur variable qu’elles prennent conjoin-
tement, ce qui fait tout le prix de la transformation de Landen.
Nous n’ajoutons point de constante, parce que les amplitudes s’e´vanouissent en meˆme
temps. On voit donc par ce re´sultat que les fonctions F (c′, φ′) et F (c, φ) seront entre elles
dans un rapport constant, quelles que soient les amplitudes φ et φ′ pourvu qu’elles soient
lie´es entre elles par l’e´quation sin(2φ′ − φ) = c sinφ.86
Legendre montre alors qu’on peut construire une e´chelle de modules par ite´ration de trans-
formations de ce type :
Concevons maintenant qu’a` partir du terme donne´ c, on forme une suite infinie de modules
c, c′, c′′, c′′′, etc. d’apre`s la loi
c′ =
2
√
c
1 + c
, c′′ =
2
√
c′
1 + c′
, c′′′ =
2
√
c′′
1 + c′′
, etc.
Cette suite de modules qui est continuellement croissante, aura pour limite l’unite´, et attein-
dra sensiblement cette limite au bout d’un assez petit nombre de termes. (...)
Soit ensuite φ, φ′, φ′′, φ′′′, etc. la se´rie des amplitudes qui se de´duisent chacune de la
pre´ce´dente par les formules
sin(2φ′ − φ) = c sinφ,
sin(2φ′′ − φ′) = c′ sinφ′,
sin(2φ′′′ − φ′′) = c′′ sinφ′′,
etc.
on formera de cette manie`re une suite infinie de fonctions de premie`re espe`ce F (c, φ), F (c′, φ′),
F (c′′, φ′′), F (c′′′, φ′′′), etc. entre lesquelles on aura les e´quations
F (c′, φ′) =
1 + c
2
F (c, φ),
F (c′′, φ′′) =
1 + c′
2
F (c′, φ′) =
1 + c
2
1 + c′
2
F (c, φ),
F (c′′′, φ′′′) =
1 + c′′
2
F (c′′, φ′′) =
1 + c
2
1 + c′
2
1 + c′′
2
F (c, φ),
etc.
85[40, §58, p. 81], [41, chap. XVII, §. 61. p. 79].
86[40, §58, p. 82], [41, chap. XVII, §. 61. p. 80].
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d’ou` il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours entre elles dans un rapport
constant pour toutes les valeurs des amplitudes correspondantes.87
La transformation de Landen permet ainsi de constituer une premie`re e´chelle de modules
graˆce a` laquelle n’importe quelle fonction de premie`re espe`ce peut eˆtre ramene´e a` une autre
de module arbitrairement petit ou arbitrairement grand, dans les limites de l’intervalle compris
entre ze´ro et l’unite´. La se´rie infinie des modules c, comme celle des comple´ments de modules
b = 1 − c, prolonge´e dans un sens comme dans l’autre, tend en effet d’un coˆte´ vers la valeur
1 de l’autre vers la valeur 0. Les e´chelles de modules peuvent alors eˆtre mises a` profit pour
l’e´laboration de me´thodes d’approximation perfectionne´es.
Entre l’e´dition des Exercices de calcul inte´gral et celle du Traite´ des Fonctions Elliptiques,
Legendre de´couvre une autre transformation remarquable qui permet d’e´laborer une seconde
e´chelle de modules88, laquelle comple`te la premie`re de manie`re a` former un syste`me a` deux
dimensions que Legendre repre´sente sous la forme d’une table ou d’un damier.
En vertu de la premie`re e´chelle de modules toute fonction de premie`re espe`ce F (c, φ),
dont le module et l’amplitude sont donne´s, peut eˆtre transforme´e en une autre dont le module
sera pris a` volonte´ dans la suite infinie . . . , cooco, c, c′, c′′, . . ., forme´e suivant une loi connue
d’apre`s le module primitif c. En vertu de la seconde e´chelle des modules, la meˆme fonction
peut eˆtre transforme´e semblablement, de sorte que son module soit un terme quelconque de
la suite . . . , coo, co, c, c,, c,,, . . . forme´e suivant une autre loi d’apre`s le meˆme module primitif
c ; et nous avons remarque´ que ces deux suites ne peuvent avoir aucun autre terme commun.
Imaginons que ces deux lignes de modules soient dispose´es a` angles droits, leur point
d’intersection e´tant le lieu du module primitif c ; et supposons que les diffe´rents termes de
chaque suite soient place´s a` des intervalles e´gaux sur leur ligne respective. Si l’on conside`re
un terme quelconque de la premie`re ligne (que nous supposerons horizontale) par exemple
c′′, on pourra par le point correspondant faire passer une ligne verticale, dans laquelle on
placera, toujours a` des intervalles e´gaux, les diffe´rents termes de la se´rie calcule´e suivant la
loi de la seconde e´chelle, d’apre`s le module primitif c′′. De cette construction re´pe´te´e pour
chaque terme de la suite horizontale, re´sulte le tableau suivant [cf. Fig. 8 ], formant une sorte
de damier dont les dimensions sont inde´finies et qui contient dans ses cases tous les modules
de´duits du module primitif c.89
On montre effet que les transformations ope´re´es successivement selon la premie`re et la seconde
des e´chelles de modules conduisent au meˆme re´sultat, quel que soit l’ordre dans lequel elles sont
effectue´es. En partant d’un module de´termine´ c, il e´quivalent de passer au module c′′′ par les
formules de la premie`re e´chelle puis au module c′′′oo par celles de la seconde e´chelle, ou bien de
passer d’abord au module coo, puis au module c
′′′
oo.
(...) cette seconde e´chelle combine´e avec la premie`re donne lieu a` la formation d’une sorte
de damier analytique, dont les cases correspondent aux transformations infiniment multiplie´es
que peut subir la plus simple des fonctions elliptiques, sans cesser d’eˆtre semblable a` elle-
meˆme.90
Dans un autre passage du Traite´ ou` il envisage les proprie´te´s de la lemniscate a` la lumie`re
de celles de la fonction de premie`re espe`ce, Legendre recourt a` des formulations analogues pour
caracte´riser l’identite´ de la fonction sous-jacente aux diverses transcendantes en lesquelles elle
est suppose´e s’exprimer.
[Fagnano] de´montra en meˆme temps que la courbe nomme´e lemniscate jouit de cette
singulie`re proprie´te´, que ses arcs peuvent eˆtre multiplie´s ou divise´s alge´briquement, comme
87[40, §59, p. 82-83], [41, chap. XVII, §. 62. p. 80].
88[41, chap. XXXI]. C. G. Jacobi devait par la suite montrer, a` partir de principes diffe´rents, qu’on peut associer
une e´chelle de modules a` chaque nombre premier, et que les deux e´chelles de modules de Legendre correspondent
respectivement aux nombres 2 et 3.
89[41, Addition au chap. XXXI, §261, p. 325-326].
90[41, Avertissement, p. v-vi].
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les arcs de cercle, quoique chacun d’eux soit une transcendante d’un ordre supe´rieur ; c’est le
premier exemple ou` l’on ait montre´ l’usage de la plus simple des fonctions elliptiques, qui est
en quelque sorte la re´gulatrice de toutes les autres et qui peut se transformer d’une infinite´
de manie`res sans cesser d’eˆtre semblable a` elle-meˆme.91
Fig. 8 – Le damier analytique de Legendre
Dans la perspective du mathe´maticien franc¸ais, les transcendantes elliptiques prennent donc
le pas sur les arcs de courbes comme les entite´s propres dont traite l’analyse et dont les
courbes fournissent seulement une repre´sentation par ajustement des parame`tres. Les formula-
tions que Legendre choisit d’employer dans ce contexte et qu’il reprend en plusieurs occurrences,
te´moignent d’une volonte´ explicite de reconnaˆıtre l’e´mergence d’un nouvel objet, la fonction de
premie`re espe`ce, laquelle reparaˆıt de case en case dans l’ensemble du damier analytique, toujours
semblable a` elle-meˆme a` travers ses multiples avatars. Il est a` cet e´gard caracte´ristique qu’ainsi
soucieux de faire droit a` la fonction, Legendre se re´fe`re a` la formule meˆme a` laquelle Jakob
Bernoulli avait eu recours, dans un autre contexte, a` propos de la spirale logarithmique.
C’est sans doute un re´sultat tre`s remarquable que cette multitude infinie de transfor-
mations qu’on peut faire subir a` la meˆme fonction F (c, φ), sans changer sa nature et en
conservant le meˆme rapport entre la fonction et sa transforme´e pour toutes les valeurs de
l’amplitude ; on chercherait vainement dans la varie´te´ infinie des transcendantes un second
exemple d’une fonction qui se reproduirait sous tant de formes diffe´rentes et a` laquelle on
pourrait appliquer plus justement qu’a` la spirale logarithmique, la devise que lui avait donne´e
Jacques Bernoulli : Mutata eadem resurgit.92
Bernoulli avait en effet remarque´ que la de´veloppe´e de la spirale logarithmique, ainsi que ses caus-
tiques par re´flexion et par re´fraction, si l’on place une source lumineuse dans l’œil de la spirale,
sont elles aussi des spirales logarithmiques93. Cette proprie´te´ “aussi singulie`re qu’e´tonnante”
91[41, p. 2].
92[41, Addition au chap. XXXI, §261, p. 326-327].
93Cf. [46, p. 454].
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[tam singularem tamque admirabilem] l’incite, dans le dernier paragraphe de son me´moire de
1692, a` souhaiter, a` l’instar d’Archime`de, faire de la devise Eadem numero mutata resurget son
e´pitaphe94, exprimant ainsi “son espoir en la re´surrection de la chair”95. Ces relations de si-
militude et d’identite´ dont la lemniscate devient l’emble`me aux yeux de Bernoulli, renvoient
explicitement sous sa plume au myste`re de la Trinite´. Ainsi Andre´ Weil souligne-t-il les fortes
connotations the´ologiques que comporte la formule de Bernoulli, comme en te´moigne, dans le
passage mentionne´, l’usage du mot grec
c
oµooυ´σιoς “[a` savoir ] “de meˆme essence” (consub-
stantialis), [qui est ] le mot qui de´signe dans le Credo, la relation entre les trois personnes de
la Trinite´, par opposition au mot (de´clare´ he´re´tique)
c
oµoιoυ´σιoς, “d’essence semblable”.”96 On
remarquera que cette filiation textuelle qui n’est pas sans e´voquer la loi des trois e´tats d’Auguste
Comte, fait succe´der la me´taphysique a` la the´ologie et la science a` la me´taphysique, par un pro-
cessus de la¨ıcisation progressive. Si a` l’e´vidence, dans l’usage que Legendre fait de la citation de
Bernoulli, toute signification the´ologique a disparu, la re´fe´rence a` une “nature” de la fonction
qui serait comme telle distincte des transcendantes particulie`res issues de la conside´ration des
courbes, marque toutefois de manie`re significative le primat de l’analyse sur la ge´ome´trie.
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